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Exercice 1 : L’apprentissage par la pratique

1. La productivité marginale privée du capital physique est calculée par les entreprises
sans prendre en compte l’externalité causée par l’accumulation du capital. Elle vaut
ainsi :

pmp = F ′
K = αKα−1 (AL)1−α

ce qui donne ex post, le progrès technique ayant pour source le stock de capital agrégé
(A = Kε) :

pmp = αKα−1 (KεL)1−α = αK(1−α)(ε−1)L1−α

La productivité marginale sociale du capital est elle calculée en internalisant l’exter-
nalité. La fonction de production est alors :

Y = Kα (AL)1−α = Kα (KεL)1−α = Kα+(1−α)εL1−α

d’où la productivité marginale sociale :

pms = (α + (1− α)ε)K(1−α)(ε−1)L1−α

La productivité marginale sociale du capital physique est toujours plus élevée que
la productivité marginale privée, puisque la première prend en compte le caractère
bénéfique pour l’ensemble de l’économie de l’accumulation privée de capital, à travers
l’augmentation du progrès technique, tandis que la seconde ne le fait pas.

Les productivités marginales sociale et privée sont décroissantes en le stock de capital
si et seulement si (1−α)(ε−1) < 0, c’est-à-dire si et seulement si ε < 1. Au contraire,
elles sont constantes si et seulement si ε = 1.

Remarquons que comme le taux de dépréciation du capital est supposé nul, ces pro-
ductivités marginales sociale et privée sont exactement égales au taux d’intérêt réel,
respectivement à l’optimum social et à l’équilibre concurrentiel.

2. On suppose ε < 1. Le modèle est alors un modèle à la Ramsey. Sans moteur exogène
de croissance (taux de croissance démographique supposé nul), l’économie tend à
long terme vers un état stationnaire. Cet état stationnaire est caractérisé par une
consommation constante, ce qui nécessite l’égalité du taux d’intérêt réel et du taux
de préférence pour le présent, et par un arrêt de l’accumulation du capital, ce qui
nécessite un investissement nul (puisqu’il n’y a pas de dépréciation).
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A l’optimum social, on a ainsi pms = ρ, d’où

(α + (1− α)ε)K(1−α)(ε−1)L1−α = ρ ⇔ K∗
s =

(
α + (1− α)ε

ρ

) 1
(1−α)(1−ε)

L
1

1−ε

tandis qu’à l’équilibre concurrentiel on a pmc = ρ, d’où

K∗
c =

(
α

ρ

) 1
(1−α)(1−ε)

L
1

1−ε < K∗
s

3. On suppose ε = 1. Le rendement marginal du capital est alors constant, à l’optimum
social et à l’équilibre concurentiel :

{
pms = L1−α

pmp = αL1−α

L’économie connâıt maintenant une croissance équilibrée à taux constant. On a :

{
gs = σ(L1−α − ρ)
gp = σ(αL1−α − ρ)

Le taux de croissance est plus élevé à l’optimum social qu’à l’équilibre concurren-
tiel, en raison de l’externalité. Il y a alors place pour une politique économique qui
permettrait d’augmenter le rendement privé du capital afin d’inciter les entreprises à
accumuler davantage à l’équilibre concurrentiel. Cette politique pourrait par exemple
prendre la forme d’une subvention à l’investissement, générateur d’externalités.

Exercice 2 : Dépenses publiques et croissance

Cet exercice est en fait tout à fait similaire au précédent, sauf que la source de l’externa-
lité n’est pas la même : ici, ce sont les dépenses publiques d’infrastructures qui augmentent
la productivité marginale du capital privé.

1. La fonction de production de l’économie s’écrit :

Y = KαL1−αGε

Quand on passe en taux de croissance, on obtient, sachant que la population est
supposée constante,

Ẏ

Y
= α

K̇

K
+ ε

Ġ

G

Il est alors clair que l’existence d’un sentier de croissance équilibrée à taux constant
(où toutes les variables croissent au même taux constant et non nul) n’est possible
que si ε = 1−α. En effet, dans ce cas, le rendement marginal du capital privé et des
dépenses publiques pris ensemble est constant et non pas décroissant, ce qui autorise
une croissance soutenue à long terme.
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2. Quand ε = 1 − α, la fonction de production s’écrit Y = KαL1−αG1−α soit, après
internalisation de l’externalité de dépenses publiques,

Y = KαL1−α(τY )1−α ⇔ Y = τ
1−α

α L
1−α

α K

Le taux d’intérêt après impôt est alors :

r = (1− τ)
∂Y

∂K
= (1− τ)τ

1−α
α L

1−α
α

On remarque le double effet du taux d’imposition sur le taux d’intérêt réel.

Le taux de croissance de l’économie est alors constant et vaut :

g = σ(r − ρ) = σ
(
(1− τ)τ

1−α
α L

1−α
α − ρ

)

Ce taux de croissance est d’autant plus grand que l’économie est peuplée (effet de
taille, dont la pertinence empirique est discutable). Il est en revanche d’autant plus
faible que l’économie est impatiente (ρ élevé), ce qui est conforme à l’intuition : une
économie impatiente privilégie une forte consommation immédiate au détriment de
la consommation future. Enfin, l’effet du taux d’imposition sur le taux de croissance
est ambigu.

3. On voit aisément que quand le taux d’imposition est nul et quand il est égal à 100%,
le taux d’intérêt est nul et le taux de croissance de l’économie est négatif et vaut
−σρ. On vérifie en outre que le taux de croissance est une fonction croissante puis
décroissante du taux d’imposition, et que le maximum du taux de croissance est
atteint pour un taux d’imposition τ ∗ = 1 − α. En deça de ce taux, l’imposition
est modérée et l’augmenter favorise la croissance car l’effet positif sur la producti-
vité privée qui transite par les dépenses publiques l’emporte sur l’effet négatif dû à
l’alourdissement des charges qui pèsent sur les entreprises. C’est l’inverse au delà de
ce taux.

4. On suppose maintenant ε 6= 1 − α. La fonction de production s’écrit alors Y =
KαL1−αGε soit, après internalisation de l’externalité de dépenses publiques,

Y = KαL1−α(τY )ε ⇔ Y = τ
ε

1−ε L
1−α
1−ε K

α
1−ε

et la productivité marginale du capital vaut :

∂Y

∂K
=

α

1− ε
τ

ε
1−ε L

1−α
1−ε K

α−1+ε
1−ε

Elle est décroissante si et seulement si α − 1 + ε < 0, soit ε < 1 − α. Dans ce
cas, cette économie se comporte comme une économie à la Ramsey. En l’absence de
croissance de la population, les variables en niveau tendent à long terme vers un état
stationnaire.
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5. Cet état stationnaire est défini par l’égalité du taux d’intérêt réel et du taux d’ac-
tualisation, qui garantit la constance de la consommation :

(1− τ)
α

1− ε
τ

ε
1−ε L

1−α
1−ε K

α−1+ε
1−ε = ρ

⇔ K∗ =

(
(1− τ) α

1−ε
τ

ε
1−ε L

1−α
1−ε

ρ

) 1−ε
1−α−ε

=

(
(1− τ)α

(1− ε)ρ

) 1−ε
1−α−ε

τ
ε

1−α−ε L
1−α

1−α−ε

Cet état stationnaire est également défini par l’arrêt de l’accumulation du capital.
On a donc K̇ = 0, c’est-à-dire K̇ = Y −G− C = 0, soit :

Y ∗ = C∗ + G∗ = C∗ + τY ∗ ⇔ C∗ = (1− τ)Y ∗

On montre aisément (il suffit de remplacer K∗ dans l’expression de Y) que l’on a :

Y ∗ = τ
ε

1−ε L
1−α
1−ε (K∗)

α
1−ε =

[
τ εL1−α

(
(1− τ)α

(1− ε)ρ

)α] 1
1−α−ε

d’où

C∗ = (1− τ)Y ∗ =

[
τ ε(1− τ)1−εL1−α

(
α

(1− ε)ρ

)α] 1
1−α−ε

On désire maintenant étudier l’influence du taux d’imposition sur la consommation
stationnaire. On montre à partir de l’expression précédente que l’on a :

∂C∗

∂τ
= 0 ⇔ ∂[τ ε(1− τ)1−ε]

1
1−α−ε

∂τ
= 0 ⇔ τ = ε

Il existe donc un taux d’imposition qui maximise le niveau de la consommation
stationnaire.
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