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Préambule : effort
Un ou plusieurs agents doivent faire une tache pour le principal.
IIs peuvent choisir plusieurs niveaux d’engagement dans leur
tache, qui se traduisent par un meilleur output. Cependant ce
niveau d’engagement qu’on appelle effort n’est pas vérifiable,
c’'est-a-dire qu’on ne peut pas écrire un contrat contingent a
I'effort. Aucun tribunal ne pourrait vérifier les conditions des
termes du contrat.

Cette hypothese est en particulier cohérente s’il n'y a pas un
lien direct entre I'output et I'action choisie. Deux cas possibles

» effet aléatoire : le résultat de I'action choisie par I'agent
est aléatoire. L'effort permet d’améliorer la probabilité de
succes

» effet déterministe : le résultat de I'action choisie dépend
aussi d'un autre parametre qui est caché. On ne sait donc
pas quelle est la part d’effort, quelle est la part de ce
parameétre caché.



Préambule : effort et outpout

» On ne sait pas distinguer I'effort de I'output.
» Leffort est non vérifiable, il “est caché” dans I'output

Output = Effort + Alea

Effort + Variable cachée

Output



Exemples

L'effort désigne toute variable qui n'est pas vérifiable mais

cruellement pertinente pour le principal.

>

La prudence d'un assuré affecte son exposi-
tion au risque, soit la probabilité d’occurence
d’un accident, soit la gravité d'un accident

le niveau d’'investissement d'une firme régu-
lée réduit ses colts de production d’un bien
public

La qualité du travail d'un employé améliore
la réussite d’un produit et les bénéfices de
la firme

L'ardeur au travail d'un étudiant augmente
sa culture et son jugement



Les incitations monétaires
Une maniére assez courante d’inciter les agents a faire des bons
choix est de les rémunérer. C’'est un principe de base de la gestion
des firmes. C’est une application directe du principe de révélation
généralisé.
On appelle incitation monétaire tout systeme de transfert du

principal vers le/les agents, qui est contingent a une variable
observable qui est corrélée avec la variable non observée.

P La franchise de I'assuré peut étre compris comme un mon-
tant variable de sa prime contingente a ses sinistres

P Les prises de participation dans les résultats de la boite,
les primes des salariés,sont des instruments qui partagent
le risque entre le principal-employeur et les salariés. Le
salaire est contingent aux “résultats” de la firme

» Fermage ou metayage ? En France, le métayage est un
type de bail rural dans lequel un propriétaire, le bailleur,
confie a un métayer le soin de cultiver une terre en échange
d’une partie de la récolte. Le fermage est le loyer du contrat



Mécanismes Principal-Agent

Le cadre théorique de Myerson

Souvenez-vous, il y a I'espace des actions du principal Dg et
celui de chacun des agents, D;. On sait que le principe de
révélation implique que le mécanisme final sera tel que I'agent
fera I’action que lui indique le principal. Cependant, rien n'est
dit sur Dy, c’est-a-dire sur les instruments dont dispose le
principal.

Application du cadre de Myerson & puissance des mécanismes
On trouve dans la littérature une abondante variété de
mécanismes qui dépassent les incitations monétaires
élémentaires que I'on a évoquées.

blue!40; Il peuty avoir d’autres dimensions par lesquels le princi-
pal peut affecter I'utilité de I'agent [qualité de vie, liens
affectifs...]

blue!40; S’ilily a plusieurs agents, le principal peut avoir recours a
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Diversité des mécanismes

On appelle incitation tout instrument par lequel le principal peut
modifier |'utilité du/des agents, de maniére contingente a une
variable observable qui est corrélée avec la variable non observée.

>

Sur un plateau de téléopérateurs, en appels sortants, on
donne une place de cinéma a celui qui a obtenu le meilleur
résultat de la journée [en taux d’accord par exemple] : Ces
incentives fonctionnent en général trés bien, alors qu’elles
sont bien inférieures en valeur a la valeur d’une heure
travailléé.

Une des premieres idées de la Grameen Bank était de
punir les membres de la famille de I’'emprunteur, en ne leur
permettant pas d’emprunter a leur tour, si I'emprunteur
faisait défaut. Ici, I'utilité est modifiée via le jeu qu’il peut y
avoir entre emprunteur et sa famille

Lorsque I'employeur se la joue copain avec ses employés,
ceux-ce peuvent mieux travailler. On observe parfois des
relations de dévouement aui ne sont pas toujours facile-



Les mauvaises incitations

Le probléme étudié est assez général. Comment induire des agents a
favoriser certains comportements, dans des contexte ol on ne peut
pas les obliger a avoir ces comportements, mais ol tout de méme on
peut les influencer par des incitations.

Notez que parfois, on crée des incitations sans le savoir. C’'est-a-dire
que des politiques publiques ont des effets sur certains
comportements des agents qui n’étaient pas attendus, comme le
montre I'exemple de Peltzam

Peltzam (1975)

Cet auteur fait une étude empirique sur I'effet du port de la ceinture
en voiture. Il démontre que les lois qui rendent obligatoire le port de
la ceinture ont augmenté la vitesse moyenne des automobilites et
ont eu une incidence négative sur les accidents, en particulier avec
les piétons.



Plan du cours

0. Effort non vérifiable, incitations sur des variables corrélées
1. Modele élémentaire, effort discret, deux niveaux de résultat

2. Forme des transferts avec plus de deux niveaux de résultat



Modele Principal-Agent a deux niveaux d’efforts

- les parameétres du modele

- Le programme du principal

- Les contraintes d’incitation et de participation
- Le cas de I’agent neutre au risque

- Le cas de I'agent averse au risque

- Propriétés des mécanismes de second rang



Présentation du modele a deux niveaux d’effort

Un joueur P délégue une tache dont I'issue dépend
du niveau de I'effort e € {0, 1} effectué par I'agent. De
I’effort choisi a la période interim dépend la probabi-
lité de succes n(e) de la production : Avec probabilité
n(e), le niveau de production est égal a g, Avec pro-
babilité 1 —n(e), le niveau de production est égal a

g.
e~ —¥(e) E(u(t)) - ¥(e)

et

q—5(q) E(S(q))-E(t)



La forme du mécanisme optimal

» Les mécanimes directs révélateurs sont tels que I'agent va
choisir I'action qui est désirée par le principal.

» Les contrats sur lesquels le principal peut s’engager sont des
contrats qui peuvent étre contingents sur le niveau de
production observé ex post. Ces contrats précisent la
contrepartie de I'agent, contingente au résultat.

» Dans le cas ou il s'agit de transfert entre I'agent et le principal,
le contrat va stipuler deux niveaux de transfert t,t, contingents
au résultat.

» le paiement de I'agent dépend de sa désutilité ¥(e) et de
la lotterie t,t de probabilité (e),1 - n(e)

» le paiement du principal dépend du surplus crée par la
production S(q) auquel doit étre soustraite la variable de
transfert aléatoire t,t de probabilité n(e),1-n(e)



Hypotheses sur les préférences et les payoffs

» principal neutre au risque Le principal est neutre au
risque : c’'est-a-dire gue son objectif dépend de la
moyenne des surplus et des transferts qu’il obtient. C'est
donc : E(S(g)—t). On dénote S=5(q) et S =5(q).

» agent averse au risque Les agents sont averses au
risque, et le terme de désutilité est séparable. Il existe
donc un fonction VNM telle que leur utilité est :

E(u(t)) - ¥(e). Sans perte de généralité on note ¥(0) =0
et on note ¥(1) = V.

» utilité de réservation de I’agent Les agents ont une
utilité de réservation égale a 0, cad ce qu'’ils obtiendraient
sans faire d’effort et sans recevoir de transfert.



Les contrats optimaux 1

ce qui est commun au First best et au Second best

L'agent accepte le

Le principal . .
P P contrat et fait I'action
propose le .
désirée,
contrat .

ou ilrefuse le contrat.

Le contrat, c’est ici la précision des valeurs de t, de t et de e.
Du First Best au Second Best, les contrats proposés sont diffé-
rents.

Principal et agent perdent en général du surplus au second best.



Les contrats optimaux 2

les différences

Au First Best Au second best

- le Principal décide t et t

et I'agent choisit e.

- On calcule t(e) et t(e), e étant

compatible avec le niveau d’effo
effectivement choisi par I'agent,

-puis le e optimal

- le Principal décide t, t
et aussi e.
- On calcule t(e) et t(e),

- puis le e optimal



Le contrat optimal au First Best

Le programme du principal

m S’il impose le niveau d’effort e, le programme du principal est

max, ; Te(S—t)+(1-me)(S~t)
s.c. meu(t)+(1-me)u(t)-We=0

résolution : contrat optimal de I'agent B
red!50 Iblue; lagrangien £ =me(S—t) +(1-7me)(S—t) + A[meu(t) + (1 -
me)u(t) — Yel 5

0% < _
red!50 !blue; ici, YT 0 et i 0 impliquent 1 #0 et U'(t) = u'(t),

dout=t

P Dans ce modele, au premier rang, tout le risque est supporté par
le principal. L'agent obtient le transfert qui compense exactement
son effort, indépendamment du résultat aléatoire de la production :
t=u"t(¥e)

résolution : la condition pour induire I'effort _
red!50!blue; On compare V; =115+ (1-m1)S—u"1(P) & Vo =105 +



Le Second Best 1

Le programme de I’'agent
m Si le principal impose les rémunérations t et t, le programme
de I'agent est

max (maxe meu(t) +(1—me)u(t)—¥e, 0)

Ce programme est entiérement représenté par les contraintes
d’incitations et de participation de I'agent.

la contrainte d’incitation sur le contrat (&,t)

Un agent choisit de faire I'effort, étant donné le contrat (t,t) s
mu(t)+(1-m)u(t)-¥ = mou(t)+(1-mo)u(t)

la contrainte de participation sur le contrat (t,t)

L'agent participe, s'il choisit de faire I'effort, étant donné le

contrat (t,t) et s’il obtient plus que son utilité de réservation.
mu(t ) (l-mu(t)-¥ = 0 (CP)



La contrainte d’incitation

Résolution simple
L'agent décide de faire I'effort si et seulement si
- b4

u(®)-u(®)z ———

» Plus I'effort est coliteux, ou moins |'effort est efficace(¥
grand, m1 — mg petit), plus le différentiel entre les niveaux de
transferts que I’'on doit mettre en place pour obtenir que
I’agent choisisse I'effort est élevé. L'unique maniere d’inciter
I’agent a faire un niveau d’effort élevé est qu’il supporte alors
en partie le risque.



Le Second Best 2

Le programme du principal
m S’il impose le niveau d’effort e, le programme du principal est

max,; me(S—t)+(1-me)(S—t)
s.C. neu() (1-me)u(t)—¥e=0

(me—7me) (u(t)—u(t)) =¥

7T_e désignant la probabilité de réussite de I'effort complémentaire de e.

Changement de variable : réécriture du programme
Notons h(-) =u~1(+), u=u(t), u=u(t). Le programme devient

max, g 7e(S—h(U)) + (1 -7e)(S—h(u))
's.C. melU+ (1-me)u-¥Ye=0 (CP)
(me—7m—-e) (U-u)=z¥ (CI)

blue!50 ; L'objectif du programme est concave et les contraintes,
linéaires.

blue !50 ; On note A le multiplicateur associé a CP et u celui associé a
Cl.



Représentation des deux contraintes dans un espace
u,u

<l
c

(1)

45

(PC)

black!50; La contrainte d’incitation est une droite croissante, parralléle a la
45 degrés

black!50; (u,u) doit étre au dessus de la contrainte. On grise le complément
black!50; La contrainte de participation, droite décroissante est en dessous
de Cl en son point D(0, %) d'intersection avec |'axe vertical [(r; -70)(z% -0) <¥].
black!50; (u,u) doit étre au dessus de la contrainte. On grise le complément
red !50; Tout point U dans I'orthant positif est dominé par A : C’est le point



Cas de I'agent neutre au risque

black!50; u(t) =t. Autrement dit, U=t et u =t.

black!50; On peut alors admettre que I'agent puisse recevoir des paiements
négatifs

Résolution graphique
black!50; Lorsque I'on se déplace sur (IC), a la fois t et t décroissent. Il est

. o T . . z 1-
immédiat que tout point U est dominé par B de coordonnées —%w,%w].
1-70 1-70

black!50; Ce méme argument, généralisé indique que I'optimum doit étre
pris sur la PC, a gauche de B.
blue!50; En fait, il est immédiat que I'objectif du principal et la PC sont
parralleles. Ainsi, I'objectif du principal est constant sur la PC, toute la 12
droite est solution
1-7
+(1—n1)( 0
1 —T70 71— 7o

que le colt du mécanisme est identique a celui du first best [on donnait t = ¥]

blue!50; A noter que 71 (— b4

‘P) =Y, ce qui signifie

Interprétation
red!50; Lorsque I'agent est neutre au risque, il n'y a pas de perte d’efficacité,
ni pour I'agent, ni pour le principal. Cependant, le contrat est différent de C
[surla 45]



Implementation : les actionnaires vendent I’entreprise

a I’agent
Une des maniéres d'implémenter le contrat optimal consiste pour les
actionnaires a vendre I’entreprise au dirigeant (a I'agent).

Cas ou il est optimal d’inciter I'effort

Si I’entreprise appartient a I'agent, il percoit V dans le bon état et 14
dans le mauvais. Comme il a d(i acheter I’entreprise (il la paye W),
ses revenus sont contingents de la forme :t=V-Wett=V-W.
On cherche donc s'il existe W tel qu’un tel couple de transfert

satisfasse les contraintes d’incitations et de participation, c’est-a-
1-ng ¥ T ,— .
YetV-W= - (V—-W). Ce qui
1 — 7o - l-77 1-m;

conduit d’une part a la valeur espérée de |'entreprise sachant que

e=1

dire que V-W=

W=mV+(l-m)V-¥

et d'autre part a la condition qui stipule que I'effort e=1 est
rentable :

(r1-mo)(V-V)=V¥



black!50; u(t) #t. On peut aussi .faire I'hypothése u(0) =0 et qu'il y a impos-
Cas detiiggentavense auvoisgsl@iements négatifs

Résolution graphique
black!50; Lorsque I'on se déplace sur (IC), a la fois t et t décroissent. Il est

immédiat que tout point U est dominé par A de coordonnées (0, ﬂl‘fno)

c’est I'optimum.

TV
blue!50; A noter que nlh( ) +(1-m)h(0) > h(l— +0) > h(¥P) :
1 —7Q T —7Q
le co(t du mécanisme de second best est supérieur [ au first best on donnait

t=h(¥) ]

¥ >V |'utilité

v b4
blue!50; A noter aussi que 7T1( +(1-m1)*0= L
0

] — ] —T7Q
de I'agent est supérieure au second best [ au first best il obtenait ¥ ]

Interprétation
blue!50; La contrainte d’incitation est saturée, mais pas la contrainte de
participation
red!50; Dans le cas de I'agent averse au risque aussi, les paiements sont
contingents.
red!50; Nouveau : I'agent obtient une rente afin de prendre la bonne
action.
blue!50; aussi, le payoff du principal diminue et on montre que
I’allocation n’est pas un optimum.



Méthode du Lagrangien (cas e =1)

Le Lagrangien
P> Le programme est convexe, on peut maximiser le lagrangien
> £ =m1(S-h(U))+(1-m1)(S-h(u))
+A(m1u+ (1 -m1)u) + p((m1 —mo) (U-u))+vu+vu
P> Les conditions premieres sont :

W@ =A+p(l-22)+V  H(w)=A-pl-"2)+v
T T

Analyse
P> Si aucune des contraintes de bord n'était saturée, cad v=v =
h'(u)+h'(u) h'(u)-h'(u) ,
0 on trouve A=f>0 et,u:f>0, ce qui

impliquerait que les deux contraintes sont saturées, que I'utilité
espérée obtenue avec les deux niveaux d'effort est nulle. Mais
cela implique alors qu’au point d’'intersection des deux contraintes,
nécessairement u < 0.

P v >0 conduit a u=0 et a la contradiction h’(0) =0 > 0.
» Doncv>0,v=0etu=0.Lasecond FOCs'écrit 0=21—-p(1-

T
70\4Lml ~rAa Nt imAliATIA s~ N In F~AanFratnFa ATreciFa+iAan Ack caFirAA



Rerg)iégmjt[%ﬁormatlonnelle

Si I'on dénote (t ', t**) le contrat de second rang et t* le
transfert de premier rang, si on denote par ailleurs e** et e* les
niveaux d’effort correspondant, alors, on appelle rente
informationnelle la quantité supplémentaire qu’il faut donner a
I’agent pour l'inciter a I'effort de second rang.

Théoreme
La rente informationnelle est toujours positive ou nulle.
Lorsquelle est nulle, cela ne signifie pas que le contrat est de
premier rang.
En effet, il suffit de remarquer que les quantités
Mo b +(1—7es) £** et t* sont respectivement dérivés des
solutions optimales des deux programmes

nax,ge Te(S—h(@)+(1-me)(S-h(u)) max,ge me(S-h(U))+(1-me)(S-h(u))

s.c. meU+(l-me)u—¥Ye=0 s.c. melU+(l-me)u—¥Ye=0
eeargmaxg ng U+ (1 - ng)u —¥



Rente informationnelle et utilité des agents averse au
risque

Proposition

En ce qui concerne les payoffs de I’agent, deux cas sont a
envisager : Soit I’agent obtient une plus grande utilité qu’au
premier rang, et une rente informationnelle, soit, il obtient la
méme utilité qu’au premier rang, et c’est alors le contrat de
premier rang lui méme.

Preuve

1. Déja, puisque I'agent, au premier rang obtenait son utilité de
réservation égale a zéro, on doit noter qu’au second rang, il
obtient une utilité au moins égale.

2. Sil’agent obtient I'utilité de premier rang au travers du
mécanisme de second rang (t,t), alors nécessairement, ce
mécanisme peut étre utilisé au premier rang. Mais comme au
premier rang, le programme est strictement convexe, on en
déduit que le mécanisme (t,t) est identique au mécanisme de



Ce gue produisent les mécanisme de second rang

Problématique

Considérons I'ensemble de ces économies de second rang, quand le
parameétre ¥ varie. Que peut-on dire sur I'effort qui est
optimalement choisi au second rang ?

Théoreme
L’effort est moins souvent choisi au second rang qu’au premier rang.

Preuve

Notons R(¥) = 0 la rente informationnelle que le principal doit payer au
second best, en supplément a ce qu’il donnerait normalement au premier
rang, a savoir h(¥). La condition sous laquelle le principal incite I'agent a
faire I'effort au second rang est

(m1-m0)(S-S) = h(¥) +R(¥).

Comparée, a la condition sous laquelle le principal incite I’agent a faire
|'effort au second rang,

(m1-m0)(5-5) = h(¥),

cette derniére est moins restrictive. Le principal choisit moins souvent
A'indiiire 'affart a1 carand rana



Modele Principal-Agent a plusieurs niveaux d’efforts

- Quelle est la forme du mécanisme incitatif ?
- Monotonie du ratio de vraissemblance

- Monotonie des transferts sous MLRP



Modele a n réalisations

Problématique

Il'y a toujours deux niveaux d’effort possibles, e € {0,1}, maisn=3
niveaux de performance, q; <---<Qq;<---<(p. La distribution des
réalisations est contingente a I'effort :

Tie = Pr(qgjle) >0 Vi, Ve

Exemple
Probas d’occurence de ... q1 q2 qs3
sie=0 1/3 1/3 1/3
sie=1 1/6 1/3 1/2

Exercice

Calculer la probabilité que e =1 si g7 apparait, puis que e =1 si gy apparait,
et enfin que e =1 si g3 apparait. Qu’en déduisez-vous ?
black;



Implémentation et Mécanisme optimal sie=1

Programme optimal

maxXt, t, ts _Zinil ti
s.C. Yimpu(t)=V (1)
Yi(miy—mio) u(ty) =W (1)

Conditions premiéres

A
U'(t,') = -
=
> U'(t;) croissant avec 7°
> U'(t;) croissant avec 72
> u'(t;) croissant avec Pr(e =1li) = Pr((e;—%&(/))
i1 1

= = T
Tjo + 7 + 1
i0 in 1 Tio



L'exemple revisité

Propriété du mécanisme optimal

ti1<th<ts
Valide uniquement parce que la vraissemblance que e=1 est

croissante avec i

Résoudre dans le cas u(x) =In(x) et ¥ <1

Cad trouver A et u positifs ou nuls.
-Que sepassetildanslecas =17



