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Abstract

Dans ses d�eveloppements r�ecents, la th�eorie des jeux �evolutionnistes
a mod�elis�e l'existence de perturbations al�eatoires a�ectant la dynamique
de l'apprentissage. Ces travaux ont conduit au concept de stabilit�e
stochastique, propos�e par Foster et Young. Dans un jeu sym�etrique �a
deux strat�egies, poss�edant deux �equilibres de Nash stricts, ce crit�ere
s�electionne celui qui satisfait au crit�ere de risque-dominance de Harsanyi
et Selten. Le pr�esent article met en lumi�ere certaines limites du crit�ere
de stabililit�e stochastique. Il souligne, en particulier, que si le proces-
sus stochastique consid�er�e n'est pas ergodique, la stabilit�e stochastique
n'est pas d�e�nie. L'article se termine sur une analyse de quelques ex-
emples de jeux �evolutionnistes stochastiques non ergodiques.

R�esum�e anglais :
Recently, evolutionary games has analyzed the way evolutionary

dynamics is modi�ed when the system is subjected to random pertur-
bations. This approach has led to a new concept of stability, the one
of stochastic stability proposed by Foster and Young. For 2�2 sym-
metric games with two symmetric strict Nash equilibria, there is only
one stochastically stable equilibrium, the one which satis�es Harsanyi
and Selten's criterion of risk dominance. This paper reviews the recent
literature on this domain and highlights some limits of the stochastic
stability. In particular, if the process is non-ergodic, the later criterion

1



cannot be applied. We �nish by studying some non-ergodic stochastic
evolutionary game dynamics.

1 Introduction

Une des raisons du succ�es rencontr�e aupr�es des �economistes par les jeux
�evolutionnistes, provient du fait qu'ils fournissent �a la th�eorie des jeux un
cadre dynamique reposant sur des hypoth�eses comportementales simples.
Celles-ci supposent que les agents d�eterminent leur choix en comparant les
r�esultats pass�es des di��erentes strat�egies et en privil�egiant celles dont les
gains sont les meilleurs. Un vaste ensemble de sp�eci�cations est compatible
avec ces hypoth�eses g�en�erales. Si l'on fait l'hypoth�ese qu'il existe un ensem-
ble �ni de strat�egies i = 1; 2; :::; k et qu'on note n(t) = [n1(t); :::; nk(t)], le
vecteur form�e �a partir des nombres d'individus ayant choisi, �a la date t, les k
di��erentes strat�egies, il d�ecoule des hypoth�eses pr�ec�edentes que la dynamique
suivie par n(t) est telle que :

ni(t+ 1)� ni(t)
ni(t)

>
nj(t+ 1)� nj(t)

nj(t)
si et seulement si ui [n(t)] > uj [n(t)]

(1)
o�u uh (n) d�esigne le gain obtenu lorsque la variable d'�etat vaut n et qu'on
a choisi la strat�egie h. Telle est la transposition �a l'�economie du principe
darwinien d'�evolution. Notons que la logique d'apprentissage ainsi sp�eci��ee
repose sur une rationalit�e des agents limit�ee. Ils sont myopes et relativement
inertes1 : ils sont myopes dans la mesure o�u ils ne prennent pas en compte le
fait qu'en (t+1), les autres joueurs auront �egalement modi��e leur strat�egie, ce
qui inuera sur l'utilit�e qu'engendrera alors la strat�egie qu'ils auront choisie ;
ils sont �egalement inertes dans la mesure o�u ils peuvent conserver, pendant un
certain temps, un choix qui procure des gains m�ediocres avant d'en changer
pour une meilleure strat�egie2.

1Ce caract�ere relatif d�epend de la sp�eci�cation retenue. Seule une inertie totale est
incompatible avec les hypoth�eses pr�ec�edentes ; mais on peut, par exemple, avoir une
absence totale d'inertie (voir, plus loin, la dynamique dite de meilleure r�eponse dans [[5]]).

2Il n'entre pas dans le cadre de cet article de discuter la pertinence de ces hypoth�eses.
Notons simplement que Kandori, Mailath et Rob [1993] les justi�ent en montrant qu'on
peut les consid�erer comme d�ecoulant d'une conduite rationnelle.
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L'int�erêt de disposer d'un cadre dynamique pour analyser un jeu est li�e
aux di�cult�es rencontr�ees dans l'utilisation du concept d'�equilibre de Nash
(EN). Si l'on sait qu'�a l'�equilibre de Nash, de par sa d�e�nition même, au-
cun joueur n'est incit�e �a modi�er unilat�eralement son choix, la th�eorie des
jeux ne nous dit rien sur la mani�ere dont on parvient �a cet �equilibre, ce
qui s'av�ere particuli�erement gênant quand le jeu consid�er�e poss�ede plusieurs
EN. Le cadre �evolutionniste fournit une r�eponse pr�ecise �a cette question
puisqu'il sp�eci�e la dynamique du syst�eme. Les premiers travaux en jeux
�evolutionnistes ont raisonn�e dans un cadre uniquement d�eterministe. Ils ont
conduit �a une nouvelle notion d'�equilibre, �a savoir les points �xes stables
de la dynamique �evolutionniste (PFS). Le crit�ere de stabilit�e dynamique est
proche de celui propos�e par Maynard Smith dans ses travaux pionniers [6] : la
stabilit�e �evolutionniste. La strat�egie i est une strat�egie stable �evolutivement
(SES) si, partant d'une situation o�u toute la population l'a adopt�ee, l'apparition
soudaine d'un groupe de taille � su�samment petite ayant adopt�e une strat�egie
j, dite strat�egie mutante, ne r�eussit pas �a envahir la population, et cela quel
que soit j di��erent de i. La stabilit�e dynamique ou la stabilit�e �evolutionniste
permet-elle de s�electionner au sein de l'ensemble des EN, une cat�egorie sig-
ni�cativement plus �etroite et robuste ? La r�eponse est malheureusement
n�egative. Sans entrer dans le d�etail fastidieux de la comparaison pr�ecise des
trois sortes d'�equilibre, EN, PFS et SES, (se reporter �a [4]), il nous su�ra de
noter que tous les �equilibres de Nash stricts (ENS) sont, �a la fois, des PFS
et des SES. Un peu de recul permet de comprendre ais�ement ce r�esultat :
la d�e�nition des trois types d'�equilibre repose uniquement sur des propri�et�es
locales. Autrement dit, les deux crit�eres de stabilit�e n'exploitent que tr�es
peu le cadre dynamique que proposent les jeux �evolutionnistes ; seul ce qui
se passe au voisinage des �equilibres y est pris en compte.
Dans le même temps o�u ces r�esultats �emergeaient, il est apparu aux

th�eoriciens des jeux �evolutionnistes que la seule dynamique d'apprentissage
ne mod�elisait qu'une dimension partielle de la r�ealit�e, dans la mesure o�u de
nombreuses perturbations, en particulier de nature stochastique, a�ectent
simultan�ement l'�evolution de la population. Ce fait est d'ailleurs �a l'origine
même du concept de SES puisqu'il s'agissait pour Maynard Smith de faire
valoir que seules les strat�egies capables de r�esister �a des chocs mutationnels
constituaient des �equilibres possibles de la population. Cependant Maynard
Smith, pour d�e�nir une SES, ne prend en compte que des chocs mutationnels
ponctuels et isol�es : un groupe � de mutants apparâ�t soudainement, puis le
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syst�eme est laiss�e �a lui-même jusqu'au prochain choc. Comme le choc est
de faible amplitude, le syst�eme demeure dans le voisinage de la position ini-
tiale ; et comme ce choc est isol�e, c'est la seule dynamique d'apprentissage
qui guide ensuite le syst�eme. Il s'ensuit que, si la position initiale est un
PFS, le syst�eme reviendra �a son point de d�epart et ne gardera nulle trace
du choc. Foster et Young (FY) [2] notent que, si on introduit des chocs
stochastiques de faible amplitude mais continuels, la question devient plus
complexe. Que le syst�eme retourne alors vers l'�equilibre de d�epart n'a rien
de trivial car la variable d'�etat peut avoir �et�e conduite, sous l'e�et de la s�erie
des chocs al�eatoires, hors du voisinage de son point de d�epart. Il en d�ecoule
que les caract�eristiques de la dynamique globale deviennent alors essentielles
pour comprendre l'�evolution du syst�eme. La prise en compte de perturba-
tions stochastiques permanentes d�ebouche alors sur un nouveau crit�ere, la
stabilit�e stochastique, propos�e par FY. Le but de cet article est de pr�esenter
aux lecteurs ce nouveau concept ; de montrer que, contrairement aux crit�eres
de stabilit�e pr�ec�edents, il permet de discriminer e�cacement entre les EN ;
et en�n d'en souligner certaines limites.

2 Le mod�ele de base

Pour mener �a bien ces tâches, on s'appuiera sur des analyses qui ne traiteront
que des jeux sym�etriques �a deux strat�egies, not�ees s1 et s2, tels que :

s1 s2

V =
s1
s2

 
a b
c d

!
v�eri�ant

8><>:
a > c et d > b
a < d
a+ b > c+ d

(2)

Les conditions (2) impliquent que le jeu V poss�ede deux ENS en strat�egies
pures : (s2; s2) qui est pareto-optimal et (s1; s1) qui risque-domine (s2; s2).
On notera N , le nombre total de joueurs. Puisque le nombre de strat�egies, k,
vaut deux, la variable d'�etat n(t) = [n1(t); n2(t)] est parfaitement d�etermin�ee
par la seule donn�ee de n1(t). On peut donc simpli�er les notations g�en�erales
en renommant la variable n1(t), n(t). p(t) d�esignera n(t)=N . Pour d�e�nir
la dynamique, conform�ement �a la d�emarche propos�ee par Maynard Smith,
on suppose qu'�a chaque p�eriode, les N individus se rencontrent deux par
deux de mani�ere al�eatoire et jouent le jeu V. Si N est grand et si le nombre
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d'appariements al�eatoires est su�samment �elev�e, on a :8><>:
u1(p) = p � a+ (1� p) � b
u2(p) = p � c+ (1� p) � d
u(p) = p � u1(p) + (1� p) � u2(p)

(3)

o�u u1(p), u2(p) et u(p) d�esignent respectivement l'utilit�e obtenue par les
agents ayant choisi la strat�egie s1, l'utilit�e obtenue par ceux ayant choisi s2
et l'utilit�e obtenue en moyenne par la population. Parmi les dynamiques
satisfaisant �a la condition (1), il en est une privil�egi�ee par les biologistes, et
tr�es souvent reprise par les �economistes : la dynamique de r�eplication. Dans
le cas d'un jeu �a deux strat�egies, elle s'�ecrit, en temps discret :

p(t+1) = p(t)�u1 (p(t))
u (p(t))

, p(t+1)�p(t) = p(t) [1� p(t)] u1 (p(t))� u2 (p(t))
u (p(t))

(4)
En temps continu et pour le jeu V, on obtient :8>>><>>>:
dp(t)

dt
= p(t) [1� p(t)] [u1(p)� u2(p)] = C p(t) [1� p(t)] [p(t)� �] = r [p(t)]

0 < � =
d� b

(a� c) + (d� b) < 1 et C = (a� c) + (d� b) > 0

(5)
On montre ais�ement que la dynamique (5) a deux PFS : l'�etat f p = 0g ; et
l'�etat f p = 1g. Ce r�esultat n'est pas �etonnant puisque les EN correspondant
sont des ENS. La dynamique a �egalement un point �xe instable, fp = �g,
qui correspond �a l'�equilibre de Nash du jeu en strat�egies mixtes. Si le crit�ere
de stabilit�e dynamique ne permet de discriminer entre les deux ENS, il est
cependant possible de d�eterminer leur bassin d'attraction :(

si p(0) 2 [0 ; �[ p(t)! 0
si p(0) 2 ]� ; 1] p(t)! 1

Remarquons que le bassin d'attraction de l'�etat 1 a une taille plus grande que
celui de l'�etat 0. Cette propri�et�e est �equivalente �a celle de risque-dominance.
En e�et � est inf�erieur �a 0.5 si et seulement si (a� c) > (d� b).
Cette dynamique de base laisse de côt�e un aspect important de la logique

�evolutionniste, �a savoir la pr�esence constante de facteurs mutationnels. Les
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�economistes d�esignent par "mutations", le fait qu'�a chaque instant, une cer-
taine proportion d'agents passe d'une strat�egie �a une autre, ind�ependamment
des utilit�es obtenues, sur la seule base de croyances idiosyncrasiques con-
cernant les qualit�es suppos�ees des strat�egies. On peut penser ce processus
comme �etant un simple ph�enom�ene de "main tremblante". Les mutations
constituent une source autonome et permanente de variabilit�e. Elles cr�eent
un "bruit" perp�etuel dans l'�evolution. Avant d'en proposer une mod�elisation
stochastique dans la section suivante, nous en analyserons les e�ets sur la
d�etermination des �equilibres dans le cadre d'un mod�ele qui reste d�eterministe.
On supposera qu'�a chaque instant, il y a une proportion m12 de joueurs

qui passe de la strat�egie s1 �a la strat�egie s2, et une proportion m21 qui fait
l'inverse. Les param�etres mij sont appel�es des taux de mutation. Lorsque
ces deux taux sont �egaux �a m, on obtient :

dp(t)

dt
= C � p(t) [1� p(t)] [p(t)� �] +m [1� 2 p(t)] = h [p(t) ; m] (6)

Notons que la dynamique reste d�eterministe, mais alors que les situations
d'unanimit�e �etaient des points �xes de la dynamique de r�eplication simple (5),
cela n'est plus vrai pour la dynamique (6) qui repousse les points �xes vers
l'int�erieur de l'intervalle [0; 1]. Les �etats d'�equilibres correspondent alors �a
des populations h�et�erog�enes. C'est la permanence des mutations qui produit
constamment de l'h�et�erog�en�eit�e, l�a o�u la dynamique de r�eplication tend �a
l'uniformit�e.
Etudions la fonction h(p;m) de l'�equation (6). Quand m crô�t de 0 �a

m�, les deux PFS de la dynamique sont repouss�es vers l'int�erieur du seg-
ment [0; 1] : la taille des minorit�es non conformistes pr�esentes dans les deux
�equilibres crô�t. Pour m �egal �a m�, la dynamique globale se modi�e radi-
calement. Le diagramme des phases est a�ect�e par un bifurcation : le PFS
correspondant �a la strat�egie par�eto-dominante s2 disparait ; seul demeure
le PFS o�u est majoritaire la convention s1. L'introduction des "mutations"
endog�enes a donc des e�ets importants sur la d�etermination des attracteurs.
Plusm crô�t, plus le bassin d'attraction de la strat�egie risque-dominante aug-
mente, jusqu'�a remplir tout l'espace des �etats. L'explication en est simple :
par d�e�nition, la strat�egie risque-dominante est celle qui s'adapte le mieux
�a un environnement h�et�erog�ene ; alors que l'e�cacit�e de la strat�egie par�eto-
optimale ne se r�ev�ele pleinement que dans des contextes de forte homog�en�eit�e
des choix. Aussi, lorsque l'h�et�erog�en�eit�e des PFS augmente avec m, l'utilit�e
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qu'y obtient la strat�egie s2, diminue relativement �a celle que procure s1.
Pour m su�samment grand, �a savoir m�, l'utilit�e li�ee �a s2 devient inf�erieure
�a celle qu'engendre s1, et le PFS correspondant disparâ�t. Que deviennent
ces r�esultats dans un cadre probabiliste ?

3 D�e�nition de la stabilit�e stochastique

La recherche de Kandori, Mailath et Rob (KMR) [5] porte pr�ecis�ement sur la
construction d'une mod�elisation stochastique des mutations. Par rapport au
mod�ele de base pr�esent�e dans les sections pr�ec�edentes, KMR ne supposent
plus que N soit n�ecessairement tr�es �elev�e. Par ailleurs ils raisonnent en
temps discret et prennent n comme variable d'�etat plutôt que p. Dans ces
conditions, les �equations (3) s'�ecrivent :8>><>>:

u1(n) =
n� 1
N � 1 a+

N � n
N � 1 b pour 1 � n � N

u2(n) =
n

N � 1 c+
N � n� 1
N � 1 d pour 0 � n � N � 1

(7)

On peut interpr�eter ces utilit�es �a l'aide de l'hypoth�ese d'un grand nombre
d'appariements al�eatoires, comme pr�ec�edemment, ou supposer qu'elles sont le
r�esultat d'un processus de rencontres qui est tel qu'�a chaque p�eriode, chaque
agent rencontre les (N � 1) autres agents. Une des forces de leur analyse est
de ne pas se centrer uniquement sur la dynamique de r�eplication, mais de
raisonner sur l'ensemble des dynamiques v�eri�ant (1). Si l'on note :

n(t+ 1) = b [n(t)]

on se persuade facilement que, dans le cas de deux strat�egies, la condition
(1) est �equivalente �a :

sign [b(n)� n] = sign [u1(n)� u2(n)] pour n 6= 0; N (8)

Un cas particulier est celui de la dynamique dite de meilleure r�eponse, qui
suppose qu'�a chaque instant, tous les agents se portent sur la strat�egie ayant
le mieux r�eussi �a l'instant pr�ec�edent, soit, en la notant B(n) :

B(n) =

8><>:
N si u1(n) > u2(n)
n si u1(n) = u2(n)
0 si u1(n) < u2(n)

9>=>;
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Les PFS de ces dynamiques3 sont, comme pr�ec�edemment, les �etats d'unanimit�e
fn = Ng et fn = 0g. La d�e�nition des deux bassins d'attraction est ind�ependante
de la forme sp�eci�que que prend b(n).
KMR introduisent alors la possibilit�e de mutations al�eatoires. Chaque

individu a une probabilit�e � de changer son choix. Le nombre d'individus qui,
ayant choisi s2, se reporte en d�e�nitive sur s1, est not�e x(t). Les "mutations"
individuelles �etant ind�ependantes, x(t) suit une loi binomiale. Il en est de
même pour y(t), le nombre d'individus qui mutent vers s2. Il vient :

n(t+1) = b (n(t))+x(t)�y(t) avec

(
x(t) � Bin (N � b (n(t)) ; �)
y(t) � Bin (b (n(t)) ; �) (9)

L'�equation (9) d�e�nit une châ�ne de Markov sur l'espace des (N+1) �etats,
Z = f0; 1; :::; Ng. Il est facile de montrer que cette châ�ne est ergodique :
elle admet une unique distribution stationnaire que l'on notera q(�). On a
q(�) = (q(�)0; q(�)1; :::; q(�)N) o�u q(�)n est la probabilit�e de l'�etat n. Cette
probabilit�e s'interpr�ete comme la proportion de temps que le groupe passe
dans l'�etat n (quand t tend vers l'in�ni). On a q(�)n > 0 pour tous les �etats.
Cette proposition semble nous �eloigner de la possibilit�e de s�electionner un
seul �etat d'�equilibre puisque d�esormais, quand t tend vers l'in�ni, le syst�eme
visite perp�etuellement les (N + 1) �el�ements de l'espace Z des �etats. Cela
provient du fait que les mutations rendent possible toutes les transitions d'un
�etat i �a un �etat j. Par exemple, si on consid�ere la dynamique de meilleure
r�eponse, et si on suppose que n(t) = N , on a b (n(t)) = B(N) = N . Si seule
cette dynamique d�eterministe �etait prise en compte, le syst�eme resterait en
N . Cependant, d�es lors qu'on introduit des mutations, on peut peut obtenir,
en (t + 1), tous les �etats. En particulier, on observe n(t + 1) = 0 avec la
probabilit�e �N > 0:
L'id�ee de KMR est d'�etudier comment se comporte la distribution sta-

tionnaire q(�) quand � tend vers z�ero. Lorsqu'il existe une distribution-limite
q� = lim�!0 q(�), KMR proposent de d�e�nir les �equilibres de long terme
comme les �etats n 2 Z, tels que q�n > 0. Nous verrons que cette d�e�nition est
un cas particulier d'un crit�ere plus g�en�eral, celui de stabilit�e stochastique.
KMR d�emontrent alors que, pour le jeu V, il n'existe qu'un seul �equilibre

3La d�etermination de ui(n) et de b(n) pour les �etats 0 et N admet plusieurs formula-
tions alternatives, conformes �a l'intuition ; mais nous ne rentrerons pas dans le d�etail des
d�emonstrations.
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de long terme, l'�equilibre risque-dominant, �a savoir l'�etat fn = Ng. Ce
r�esultat est vrai quelle que soit la forme de la dynamique d�eterministe b(n)
consid�er�ee. Il d�ecoule uniquement du fait que, quand s1 risque-domine s2,
le bassin d'attraction de fn = Ng est plus grand que celui de fn = 0g:
L'intuition derri�ere ce r�esultat est la suivante. Supposons que N = 6 et que
le bassin d'attraction de la convention s2 soit (0; 1; 2) ; celui de la convention
s1 �etant (3; 4; 5; 6), alors, pour passer de l'�etat 6 au bassin d'attraction de
l'�etat 0, il faut au minimum 4 mutations. La probabilit�e d'un tel �ev�enement
est de l'ordre de �4. Pour passer de l'�etat 0 au bassin d'attraction de l'�etat
6, il faut au minimum 3 mutations, �ev�enement dont la probabilit�e est de
l'ordre de �3. Quand � ! 0, le rapport de ces deux probabilit�es tend vers
1 : il devient "in�niment" plus probable de passer de 0 �a 6 que l'inverse.
Pour cette raison, la probabilit�e se concentrera sur l'�etat 6.

3.1 Le mod�ele de Foster et Young

Dans un article important, Foster et Young (FY) [2] se posent la même ques-
tion que celle �etudi�ee pr�ec�edemment : que se passe-t-il lorsqu'on introduit
dans un mod�ele de jeux �evolutionnistes, des perturbations al�eatoires ? A la
di��erence du mod�ele KMR, FY n'explicitent pas pr�ecis�ement la source de
ces al�eas. Il est fait r�ef�erence �a des facteurs environnementaux, aux al�eas
des rencontres al�eatoires qui sont �a la base des formules (3) de calcul des
utilit�es, et �a l'existence de mutations. Par ailleurs, ils ne s'int�eressent qu'�a la
dynamique de r�eplication et suppose un temps continu. L'innovation fonda-
mentale qu'ils introduisent, est d'utiliser une �equation di��erentielle stochas-
tique pour mod�eliser le rôle de ces perturbations. L'�equation qu'ils �etudient
est obtenue en ajoutant �a la dynamique de r�eplication (5), un processus de
Wiener standard. On obtient :

dp(t) = C � p(t) � [1� p(t)] [p(t)� �] dt+ � dW (t) = r [p(t)] + � dW (t) (10)

o�u W(t) est un processus de Wiener standard. Le fait d'introduire ce proces-
sus de mani�ere additive pose imm�ediatement un probl�eme puisqu'alors rien
n'assure que p(t) restera compris entre 0 et 1. Ceci conduit FY �a restreindre
l'espace des �etats �a [� ; 1��], avec � su�samment petit, et �a supposer
que les �etats extrêmes, � et 1 � �, sont des barri�eres r�e�echissantes. FY
d�emontrent alors que le processus ainsi d�e�ni est ergodique. Il admet une
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unique distribution limite, not�ee f�(p), ind�ependante de la situation initiale
et dont le support est [� ; 1��]. Lorsque p se trouve dans le voisinage de
1��, les forces de s�election r(p) sont positives et poussent le syst�eme vers
1 � � ; mais, si la perturbation probabiliste prend une valeur w su�sam-
ment n�egative pour que � p = r(p) + w (�equation 10) soit n�egatif, p va alors
se diriger vers l'�etat �. On pourra alors observer une transition du voisinage
de 1 � � �a celui de �. La di��erence essentielle avec le mod�ele KMR, qui
est une cons�equence du choix d'un temps continu, est le fait que d�esormais
la probabilit�e d'une telle transition ne d�epend plus seulement de la taille des
bassins d'attraction, mais �egalement des valeurs prises par r(p) ; elle n'est
plus ind�ependante de la partie d�eterministe de la dynamique.
Lorsque � diminue, remonter contre le courant r(p) devient plus di�cile,

car la probabilit�e d'obtenir un choc w d'amplitude su�sante pour compenser
l'intensit�e s�electionniste, d�ecrô�t. Autrement dit le temps que prennent les
transitions de la r�egion (�) �a (1��), qu'on notera T+, et de la r�egion
(1��) �a (�), qu'on notera T�, augmentent quand � diminue. Cependant,
pour � > 0, ils restent �nis, les deux bassins communiquent entre eux et
le processus reste ergodique. Analysant les d�eformations de f�(p) quand �
diminue, FY soulignent que la masse de probabilit�e se concentre de plus
en plus dans la r�egion (1��) : Autrement dit, si T+ et T� sont tous deux
des fonctions d�ecroissantes en �, T+(�) d�ecrô�t plus vite que T�(�). Dans un
sens, la transition devient plus di�cile que dans l'autre, ce qui explique qu'au
cours du temps, le syst�eme se trouvera plus fr�equement dans le voisinage de
(1��). L'id�ee centrale de FY est alors d'�etudier ce qui se passe quand
� ! 0, ce qui va les conduire �a la notion de stabilit�e stochastique dont ils
donnent la d�e�nition suivante ([2] p. 228) : l'�etat p� est stochastiquement
stable si, quand � ! 0, tous les voisinages de p� ont une probabilit�e positive,
soit :

8� > 0 lim
�!0

Z
N�(p�)

f�(p) dp > 0 avec N�(p
�) = fp : jp� p�j < �g

Dans le cas d'un espace d'�etats �ni, on retrouve les �equilibres de long terme
de KMR. Dans le cas du jeu V et de la dynamique (10), FY d�emontrent que
le processus �a un unique �etat stochastiquement stable : l'�etat 1��, celui o�u
presque tous les joueurs ont opt�e pour la strat�egie risque-dominante s1.
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3.2 Sur quelques limites du crit�ere de stabilit�e stochas-

tique

Le crit�ere de stabilit�e stochastique, dans le cas discret (mod�ele KMR) ou
continu (mod�ele FY), permet donc une s�election e�cace parmi les EN, �a
savoir l'EN risque-dominant. Il nous semble cependant que la pertinence
empirique de ce crit�ere peut être contest�ee. Nous ferons trois remarques.
Premi�erement, la grandeur des perturbations n'�etant pas un param�etre de
contrôle de l'�economiste, il est di�cile de savoir �a quoi correspond, dans
la r�ealit�e, le fait que � tend vers 0. Deuxi�ement, même si nous supposons
une situation o�u le bruit tend vers 0, il n'est pas clair que c'est l'�equilibre
stochastiquement stable qui sera e�ectivement observ�e. Pour le comprendre,
consid�erons la châ�ne de Markov �a deux �etats, not�es A et B, d�e�nie de la
mani�ere suivante :

P� =

"
1� �2 �2

� 1� �

#
avec 0 < � < 1

P� est ergodique : sa probabilit�e stationnaire est unique. On la notera ��.
Elle est d�etermin�ee par la relation suivante :

��(A)

��(B)
=
pBA
pAB

=
�

�2
=
1

�
(11)

La di�cult�e de l'�etude du comportement de cette châ�ne, lorsque � ! 0,
vient du fait que P0 n'est pas ergodique et poss�ede deux distributions sta-
tionnaires : �A telle �A(A) = 1 et �B telle �B(B) = 1. Cependant, lorsque
� ! 0, on a, d'apr�es l'�equation (11), �� ! �A. Seul l'�etat A est stochas-
tiquement stable. On peut mieux comprendre ce ph�enom�ene en examinant
le temps de premi�ere transition d'un �etat �a l'autre. Il s'agit d'une variable
al�eatoire dont on peut calculer ais�ement l'esp�erance. On obtient :

E(TA!B) =
1

pAB
=
1

�2
et E(TB!A) =

1

pBA
=
1

�

On retrouve qualitativement les situations pr�ec�edemment d�ecrites. Quand �
d�ecrô�t, les transitions d'un �etat �a l'autre deviennent de plus en plus di�ciles.
E(Ti!j) tend vers l'in�ni, mais plus rapidement dans un sens que dans l'autre.
Dans notre exemple, la transition de A vers B est la plus di�cile de telle
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sorte que la probabilit�e, ��(A), se concentre sur A. Si on observe le processus
durant un temps in�ni, le syst�eme demeurera en A une "in�nit�e" de fois plus
longtemps qu'en B.
Cependant les cons�equences empiriques de cette propri�et�e ne sont pas

claires. En e�et, supposons que l'�etat initial soit B, quand � devient pe-
tit, E(TB!A) devient tr�es grand, de telle sorte qu'en temps �ni, même tr�es
long, la probabilit�e est tr�es grande de ne pas observer de transition vers A.
Comme le temps � d'observation est n�ecessairement �ni, il existe une valeur
de � telle que E(TB!A) soit rendu beaucoup plus grand que �. Dans ces con-
ditions, bien que A soit stochastiquement stable, la probabilit�e d'observer
son apparition est tr�es faible et peut être rendue aussi petite que l'on veut.
Une troisi�eme limitation du crit�ere de stabilit�e stochastique provient du

fait qu'il n'est applicable que dans le cas d'un processus ergodique. Si, pour
une valeur �nie du bruit, qu'il soit mesur�ee par � ou �, il existe plusieurs
distributions stationnaires, on ne peut plus appliquer ce crit�ere. Comme
le montreront les travaux de Fuddenberg et Harris puis ceux de Boyer et
Orl�ean, cette derni�ere limitation peut s'av�erer importante dans la mesure
o�u l'ergodicit�e n'est en rien une propri�et�e g�en�erale des jeux �evolutionnistes
stochastiques. Aussi convient-il de d�evelopper de nouveaux outils pour les
analyser.

4 Jeux �evolutionnistes stochastiques non er-

godiques

Fuddenberg et Harris (FH) [3] critiquent l'approche additive de FY pour deux
types de raison. D'une part, comme on l'a vu, l'approche additive les oblige
�a supposer l'existence de barri�eres r�e�echissantes, hypoth�ese ad hoc qu'ils ne
justi�ent pas. D'autre part, cette approche ne sp�eci�e pas pr�ecis�ement la
nature du choc. Par exemple, est-il plausible que la variance induite par ce
choc sur la variable n soit constante que n soit tr�es petit ou tr�es grand ? Pour
�eviter ces �ecueils, FH proposent d'introduire le terme de perturbations dans
l'�equation qui d�ecrit l'�evolution de la taille des diverses sous-populations. Si
l'on se place dans le cas g�en�eral d'un jeu �a k strat�egies, ils obtiennent :

dni(t) = ni(t) � [ui (n(t)) dt+ �i dWi(t)] (12)
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o�uW =(Wi)i=1;:::;k est un processus de Wiener �a k dimensions dont la ma-
trice de variance-covariance est �egale �a l'identit�e. Il s'agit d'une s�erie de k
chocs ind�ependants, sp�eci�ques �a chaque strat�egie, qui a�ectent globalement
la formation des gains. Grâce au lemme d'Ito, FH obtiennent l'�equation
di��erentielle stochastique que v�eri�ent les proportions. Dans le cas du jeu
V, il vient :

dp = p (1�p)
h
(u1(p)� u2(p)) dt+

�
�22 (1� p)� �21 p

�
dt+ �1 dW1 � �2 dW2

i
(13)

On observe trois termes. Le premier nous est familier. Il s'agit du terme
associ�e �a la dynamique de r�eplication (5). Le deuxi�eme terme est nou-
veau. On y voit les chocs al�eatoires modi�er la partie d�eterministe de la
dynamique. Le troisi�eme terme mod�elise l'e�et direct des chocs. Notons
deux caract�eristiques qui di��erencient fortement ce mod�ele de celui propos�e
par FY. D'une part, comme ni est en facteur dans l'�equation (12), il vient
que la variance du processus de Wiener que suit cette variable, n'est pas
constante : elle d�ecrô�t quand ni diminue. D'autre part, le terme p(1 � p)
�etant en facteur dans l'�equation (13), les �etats fp = 0g et fp = 1g sont des
points �xes de ce processus, quelles que soient les valeurs des �i.
Dans le cas du jeu V, FH obtiennent les r�esultats suivants. Il n'y a pas

ergodicit�e : si �1 et �2 sont su�samment petits, p(t) converge vers un des
deux �etats fp = 0g et fp = 1g avec une probabilit�e �egale �a 1. Mais, �a la
di��erence de la dynamique d�eterministe associ�ee, quel que soit l'�etat initial,
il existe une probabilit�e positive d'atteindre l'un quelconque de ces deux
�etats. Cependant, quand �1 et �2 tendent vers 0, on se rapproche du cas
d�eterministe : la probabilit�e que p(t) converge vers fp = 1g, si p(0) > �,
tend vers 1. Dans ce mod�ele, la mod�elisation probabiliste n'apporte gu�ere
plus d'informations que le mod�ele d�eterministe associ�e.
Dans un second temps, FH prennent en compte l'existence de taux de

mutation d�eterministe. L'�equation (12) devient dans le cas de deux strat�egies
i et j :

dni(t) = ni(t) � [ui (n(t)) dt+ �i dWi(t)]�mij ni(t) dt+mji nj(t) dt

Utilisant le lemme d'Ito comme pr�ec�edemment, on en d�eduit l'�equation di��erentielle
que v�eri�e p:Dans le cas du jeu V, le processus est ergodique 8�1 ; �2 ; m12 ; m21 >
0. Lorsque �1 ; �2 ; m12 ; m21 tendent vers 0, de telle sorte que m12 =m21
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reste constant, alors la distribution ergodique converge sur l'�equilibre risque-
dominant.

4.1 Dilemme du prisonnier it�er�e avec longueur al�eatoire

Dans le mod�ele que proposent Boyer et Orl�ean (BO) [1], c'est la matrice V
qui est al�eatoire. Dans un premier temps, ils introduisent un dilemme du
prisonnier classique dont les pay-o� , en utilisant les notations habituelles,
valent : T > R > P > S. Puis ils consid�erent ce dilemme du prisonnier,
r�ep�et�e l fois, et analysent la comp�etition entre la strat�egie "Donnant, don-
nant", not�ee TFT en r�ef�erence �a sa d�enomination anglaise Tit-For-Tat, et
la strat�egie consistant �a faire d�efection syst�ematiquement, not�ee ALLD. On
�etablit facilement que la matrice du jeu ainsi d�e�ni s'�ecrit :

ALLD TFT

DPR =
ALLD
TFT

"
P � l T + P � (l � 1)

S + P � (l � 1) R � l

#

Cette matrice est al�eatoire car la longueur l du jeu est suppos�ee al�eatoire.
On fait en e�et l'hypoth�ese que chaque coup peut être le dernier coup avec
la probabilit�e s. On a donc :

Pr ob(l = n+ 1) = s � (1� s)n ) E(l) = L =
1

s
(14)

L'analyse �evolutionniste traditionnelle consiste �a analyser le jeu DPR en
rempla�cant l par son esp�erance L. TFT est alors un ENS par�eto-dominant
si L > L0 =

T�P
R�P , et ALLD est risque-dominant si L < T

R�P . La dynamique
de r�eplication associ�ee converge, en fonction de la situation initiale, vers
l'une ou l'autre des situations d'unanimit�e : fp = 0g ou fp = 1g, o�u p est la
proportion des TFT . BO proposent de reprendre cette question en int�egrant
le fait qu'�a chaque round t, la longueur du jeu ne vaut pas L, mais l(t),
longueur tir�ee selon la loi g�eom�etrique (14). Raisonnant en temps discret, la
dynamique de r�eplication (4) pour le jeu DPR s'�ecrit, en supposant S = 0 :

p(t+ 1)� p(t) = p(t) (1� p(t)) p(t) [(R� P ) l(t) + 2P � T ]� P
u (p(t); l(t))

(15)

L'introduction de l'al�ea sous cette forme conduit �a un processus al�eatoire
poss�edant deux �etats absorbants : fp = 1g et fp = 0g: Le processus (15) n'est
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donc plus ergodique et converge, comme chez FH, vers l'un ou l'autre des deux
PFS, avec une probabilit�e �egale �a un. Dans une telle situation o�u la stabilit�e
stochastique n'est plus d�e�nie, il devient essentiel d'analyser les probabilit�es
de convergence vers les deux PFS. Ces probabilit�es d�ependent des condi-
tions initiales et peuvent conduire �a un diagnostic quant �a la plausibilit�e
relative des deux �equilibres, qui di��ere de celui que propose la dynamique
d�eterministe associ�ee. On peut ainsi remarquer dans le cas du mod�ele BO que
la forme probabiliste du processus engendre une dissym�etrie entre les deux
�etats absorbants, qui �etait absente de la dynamique d�eterministe associ�ee.
En e�et, l'�equation (15) nous dit que :

p(t+ 1) > p(t) ssi l(t) > g (p(t)) =
(T � 2P ) p(t) + P
(R� P ) p(t) pour p(t) 2 ]0; 1[

(16)
Ainsi, si le syst�eme se trouve, �a l'instant t; pr�es de l'�etat 1, la probabilit�e qu'il
s'en rapproche �a la date suivante, d'apr�es (16), est approximativement �egale
�a Pr ob (l(t) > g(1) = L0). Le même raisonnement appliqu�e �a un voisinage
de l'�etat 0, donne Pr ob (l(t) < g(�)). Comme g(�) tend vers l'in�ni quand �
tend vers z�ero, cette derni�ere valeur est proche de 1 alors que la pr�ec�edente
peut être notablement inf�erieure �a 1. Cette di��erence entre les deux �etats
absorbants est d'autant plus forte que L est faible.

5 Conclusion

Les r�esultats que nous venons de pr�esenter, se rattachent �a ce qu'on peut ap-
peler la th�eorie des syst�emes dynamiques soumis �a des perturbations al�eatoires.
Son champ potentiel d'application en �economie est immense. Comme l'a
montr�e la notion de stabilit�e stochastique, elle peut apporter une contribu-
tion signi�cative dans la r�esolution de questions importantes, en l'occurrence,
la s�election des �equilibres de Nash.
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