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FONCTIONS DE PRODUCTION REPRESENTATIVES
DE FONCTIONS A COMPLEMENTARITE STRICTE

C. GOURIEROUX,
et

I. PEAUCELLE
CEPREMAP

RASUME. — Dans cet aricle, nous analysons des fonctions de production 2
complémentarité stticte dans le cas d’entreprises hétérog2nes. Nous restreignant pour
simplifier au cas de deux facteurs, nous avons: y; = Min (ax,;, &%), ob les
coefficients techniques a,,, &,; dépendent de L'entreprise i considérée. 1 est alors naturel
d'introduire Ia fonction de production moyenne (ou représentative) définie par: y = g
(X, %2) = gMin(a 1 X14 8 X ), ol 1a moyenne est prise sur les coefficients techniques.

Nous commengons par carectériser les fonctions de production pouvant s'interpréter
comme fonctions représentatives de fonctions & complémentarité stricte. Nous discutons
ensuite la possibilité d’hétérogénéits w sous jacente et appliquons notamment les résultats
ay cas des fonctions C.E.S,

Finalement nous discutons des notions de plus ou moins grande hétérogénéité regardons
comment elles sort 1éen aux biais d'interprétation sur les coéfficients de substitution et
nous servons de Ja famille de fonctlons de production oblenues pour construire des
comparaisons de distributions de facteurs en terme d'efficacité technique.

ABSTRACT. — In this paper, we analyse production function with complementary factors
for the case of heterogenous firms. As an illusiration, we restrict ourselves to the two
factors case and we consider the functions: y, = Min (ay; x,;, 8 X2,). Where the technical
coefficients vary with the form, Then it is natural to introduce the representative function :
y = g(x;, X;} = EMin(a, x,, 2, x5), where the average is taken with respect to the
technical coefficients. We first characterize the functions which may be interpreted as
representative and discuss the possibility to identify the heterogeneity distribution a1 from
the representative production function g, These resalts are applied to the CES functions.
Finally we discuss the notion of more or léss heterogenous distribution, we examine how
they are linked to heterogenity biases on the substitution coefficients and we use the
obtained family of production technologies to introduce an ordering on the distributions
of inputs in terms of technical efficiency.
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I. INTRODUCTION

Divers problémes économiques conduisent 4 écrire des modeles présentant
de§ non dérivabilités par rapport & certaines variables ou & certains paramtres
d’m.téfét. Des exemples classiques sont fournis par les mod2les de participation
féminine, ol le salaire pergu dépend des positions respectives du salaire potentiel
et'du salaire de réserve, par les modeles de déséquilibre, od on observe Ie
mmi:m}m de I'offre et de la demande, par les fonctions de production & complé-
ment.anté stricte, par les fonctions de demande, lorsque les biens sont soumis &
certaines contraintes de disponibilité..,

Cette non dérivabilité crée souvent diverses difficultés: elle peut empécher
l‘qtilisation directe de certains résultats concernant les liens entre problémes
p'rlmal et dual, rendre délicate du point de vue numérique 1'application automa-
tique de techniques d’estimation comme le maximum de vraisemblance, conduire
4 modifier des résumés fondés sur les dérivées (taux marginaux, &lasticité...).

Une fagon de résoudre cette difficulté consiste & «lisser» la fonction initia-
lement non dérivable. Ce lissage est habituellement introduit de fagon i avoir
une interprétation économique, scit en terme d'agrégation (cas des modeles de
déséquilibre) [voir Muellbauer (1978), Malinvaud (1982), Gourieroux-Laraque
{1983), Lambert (1984), Gourieroux-Laffont-Monfort (1984), Bode-Koerts-
Thl.}rik (1988)], soit en terme de comportement représentatif ou d’hétérogénéité
[voir par exemple Chamberlain (1979), Chesher (1984), Chesher-Lancaster
(1983), Elbers-Ridder (1982), Heckman (1981}, Kiefer (1984)...].

Dans cet article nous développons une telle démarche pour I’analyse des
f?nctions de production & complémentarité stricte. Nous ncus restreignons pour
simplifier au cas de deux inputs. Au niveau désagrégé de la firme, la fonction
de production s’écrit :

¥i = Min(ayx;, ;%2 () i=1,..,n, (1

oll 1 désigne indice de la firme, X,;, Xy; les quantités d'inputs, y; la quantité
d’output, a,,, ay les coefficients techniques. Eventuellement on peut introduire
un terme résiduel u; prenant en compte les facteurs oubliés, afin de mener ensuite
"étude statistique du modéle.

Sous cette forme les fonctions de production ne sont pas identifiables 4 partir
de dennées individuelles, le nombre de coefficients techniques & déterminer étant
supérieur au nombre d’observations. On peut alors pour résoudre ce probléme
faire des hypoth@ses concernant la répartition des coefficients techniques selon
les firmes. Ceci conduit 2 introduire une distribution de ces coefficients appelée
distribution d’hétérogénéité. :

Le modele initial est alors modifié en:

yi = Min(A ;X ;. AgXap) (+up) i= 1.0 (2
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oi les variables (A y;, Ay;)i = 1,..., nsont supposées indépendantes entre elles,
indépendantes des erreurs u; et de méme loi. Cette loi de densité 7r(a,, 82)
peut éventuellement étre paramétrée pour faire apparaitre certaines caractérist-
ques 0 de I’hétérogénéité | moyennes de A, et A,, variabilité du rapport A»/4 .
... Si on souhaite estimer cet hyperparamétre 6, on peut remetrre SOus forme
économétrique le modéle (2), ¢’est-A-dire I’écrire:

¥ = gMin(Alxl,o,Azxzf)(+ Vi) i=1.,0, (3
ol 1a partie déterministe correspond 2 la production moyenne
gMin(Alx,,-,Azxz,-)=ffMin (2, Xy;, 22 X2;) ™, a;) da,da,,
et oir le nouveau terme résiduel est donné par:

v, = u;+ Min (A ;X 15, AziX3:) ~ EMin{Ai xy;, Agxy).

On a ainsi remplacé les fonctions de production initiales 3 complémentarité
stricte: Min (a,; Xy;, 42; X993 { = 1, ..., 7, par une unique fonction utilisée
pour toutes les entreprises. Cette fonction donnée par:

g(x1,x2) = gMin(A,xl,AZXQ), (4)
est dans la suite appelée fonction de production représentative.

Dans le paragraphe 2, nous commengons par caractériser les fonctions de
production pouvant s’interpréter comme de telles moyennes. Nous montrons que
ce sont les fonctions homothétiques de la forme:

g(xl. Xz) = Xzb(X[l'Xz), (5)

ot la fonction hest positive dérivable, telle que la dérivée % soit décroissante et

. . dh{z . .
que les conditions limites suivantes zh_p; h(z) <>et 35139 sz—l = p soient satis-

faites.

Ceci nous permet de vérifier directement que les fonctions de production &
£lasticités de substitution constantes admettent des interprétations comme fonc-
tions représentatives de fonctions 3 complémentarité stricte.

Nous discutons alors la possibilité de retrouver les distributions d’hétérogé-
néité sous-jacentes & partir de la seule connaissance de la fonction de production
représentative, Nous COMMENGons par établir que la distribution d’hétérogénéité
n'est pas identifiable et qu'elle ne peut donc &tre obtenue qu'en ajoutant des
contraintes identifiantes. De telles contraintes sont proposées et ceci nous permet
notamment d'expliciter des distributions sous-jacentes 4 la forme C.E.S..

Nous discutons ensuite les résumés usuels concernant la substitution enire
inputs lorsqu’ils sont calcules a partir de la fonetion représentative. Nous montrons
qu'ils conduisent & penser de fagon erronée que les biens sont substituts alors
qu'ils sont en réalité complémentaires au niveau désagrégé.
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Dans le paragraphe IIT nous nous intéressons & la comparaison des répartitions
1"inputs selon les firmes pour le critére d'efficacité technique. Nous construisons
an préordre d'efficacité A partir de I'ensemble des fonctions représentatives de
fonctions & complémentarité stricte et nons montrons que ce préordre se ramane
3 I'étude des courbes de Lorenz de distributions déduites des distributions d'in-
puts.

[I- FONCTION DE PRODUCTION REPRESENTATIVE DE FONCTIONS A
COMPLEMENTARITE STRICTE

[I.A- Forme des fonctions représentatives
La fonction de production désagrégée est du type:
Bay.s,(%1,%2) = Min (2,xy,2,%3), (6)

3 Xy, X, sont les quantités d’inputs et a,, a, les coefficients techniques. On
suppose toujours dans la suite que x, , X, sont positifs ainsi que les coefficients
1,, a,. La fonction précédente est homogéne de degré un et peut donc étre
écrite ‘

. X
Bay.a,(X1,%2) = x;Min(a,,a, ;L ).
2

1s’agitd'une fonction de xet z = % , qui est dérivable par rapport & x; et ne
2

. a
*est pas par rapport & zau point z = ;3 .
1

VARIATION DE LA PRODUCTION A x; FIXE

;X2

asla,
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Considérons maintenant n firmes ayant de telles fonctions de production avec
des coefficients techniques a,;, a,; et supposons ces firmes indexées de fagon
que le rapport a,;/a,; soit une fonction croissante de Findice i. La fonction
représentative est alors donnée par:

g(x,,x4) = Min{a;;x,.24;x5)

|
5 =
‘Me

x

: x
Min(ay;,a;; =L ),
X2

I
»
[
CR
'tV1=

-
]
—

. . X ;
et sa représentation en fonction de z = x_l , & x5 fixé, correspond & une fonction
2

linéaire par morceaux (voir la figure ci-dessous).

On congoit alors que, lorsque le nombre de firmes est infiniment grand et
qu'il ¥ a un continuum de valeurs possibles du rapport a,/a,, la fonction
représentative puisse apparaitre dérivable par rapport 2 z. De plus cette fonction
admet vraisemblablement diverses propriétés caractéristiques. Elle se présente
sous la forme:

g(X1,x1) =xh(2) = x5 h ( ;‘—; ) :

VARIATION DE LA FONCTION REPRESENTATIVE A x, FIXE

1 = 7

ay/ay, Ayl |3 A92/8 as,0a),
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Je plus la fonction h devrait étre dérivable, croissante et admettre une asymptote
mrallele a 'axe des abscisses. Ces propriétés caractéristiques sont résumées
i-dessous et montrées dans ['annexe 1.

’LOPRIETE‘ 1:

Une fonction de production est représentative de fonctions & complémen-
tarité stricte si et seulement si elle s’écrit sous la forme homothétique :

g(x,.,x5) = x,h ( f—j ) .

ol hest une fonction positive, dérivable, telle que la dérivée % soit décroissante,

continue & gauche et satisfasse les conditions limites :
dh(z

lim h(z)<w, li =p.
Z—e () ’P——I}l dz

Cette propriété permet de savoir immédiatement si une fonction de preduction
lonnée a priori peut ou non s’interpréter comme représentative de fonctions 2
:omplémentarité stricte.

Considérons ainsi A titre d'eiemple une fonction C.E.S, (élasticité de subs-
itution constante) définie par:

vy = Clax7*+~)x3°1"" ,C>0,1>a>0,2>0.

“ette fonction est homothétique :
¥y=Cxjla ( 5 ) T (l—a)] Ve,
A3

1 la fonction h est donnée par:
hz)=Claz™® + (1-a)]" V.
.4 premiére condition limite est satisfaite puisque:

limh(z)=C(l—a)" "<,
Z—m
Yautre part la dérivée de la fonction h est:

d_hdg{) =Ca Z—e—-l [az—-e + (l__u)]-(l.'e)—l .

= 0, ¢& qui n'est autre que la se-

dh(z)
dz

Jn voit alors immédiatement que !in;
2

.onde condition limite. De plus on peut facilement vérifier que cette dérivée est
lécroissante, On obtient alors le corollaire ci-dessous,
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COROLLAIRE 2:

Toute fonction de production C.E.S. avec ¢ > o, est représentative de
fonctions & complémentarité stricte.

II.B- Liens entre Iz fonction représentative et la distribution d’hétérogénéité

La fonction h permettant de définir la fonction représentative se déduit évi-
demment de la distribution d'hétérogénéité = des coefficients. Pour établir le
lien entre 7 et b, il nous faut développer 1'expression de la fonction g .

Nous avons vu I'intérét pour décrire la fonction représentative de considérer

les nouvelles variables xet z = % . 11 apparait maintenant utile d’effectuer le
2

méme type de transformation sur les coefficients techniques et d’analyser 1’effet

de 'hétérogénéité au traversde A et B= % .
1

Nous avons:
g(Xy.,x3) =EMin(A1x1,A2x2)
=¥[Alxl + Min{o, A%, A x))]

= - -4 %
_E[Alxl Alleax (0.,1 Al X, )]

X, - _ A Xy
EAy'x, = E[A x Max (0,1 ol )]

1]
am

Avxy = ElAyx Max (0,1 - B ;—‘f ]

Il nous faut maintenant introduire la moyenne conditionnelle du coefficient
A, lorsqu’est connu le rapport B = %3 des coefficients techniques. Appliquant
1

la loi des prévisions itérées [voir e.g. Sargent (1979), p. 208], on a:

= X, - - g X
g(xi.,x3) =EArx, = EIEA/B)xMax (0,1~ B )]
E(A,/B) X5
=x;EA;l —~E[EZ —_Max { 0,1 - B — 1.
T T gAl X

11 nous reste 4 donner une expression plus simple du terme entre crochets.
Considérons la fonction des coefficients:
( ) E(A]/Bzazltal) ( )
pa o) = T———— w2y, 2,).
E(4))

Cette fonction est positive, De plus elle est de masse totale égale & un, puisque :
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ff (8,,8,)da,da, = E[E(A,/B)] = E-(-A—q =1
Mg, a8z | Gag g(Al) =17 -L E(A:) .

définit donc une loi de probabilité.

[ est alors possible d’introduire la fonction de répartition de B = A,/A4
r cette loi. Cette fonction est donnée par:

F(b) = ffl-l-(ax-ﬂz) da,da,-

azla, <b

‘onction représentative est alors égale A:

sx1,x2) = Bt = J Max (0,1 b %) drey
X1/Xq Xs
x E(An - fo ( 1 —b;—l-)dF(b)].

Irant par parties, nous obtenons :

L
g(x1,x2) = X2 E(A)) fo [l — F(INauU. @)

\insi la fonction représentative dépend de la distribution d’hétérogénéité au

w5 du coefficient moyen g A et de la loi continue de fonction de réparti-
F,

: derniére a rappelons-le été obtenue en deux étapes:
' medification des pondérations initiales qui sont multipliées par
E(A,/B)
| S
E(41)
+ puis calcul de 1a loi marginale du rapport des coefficients en tenant compte
de ces pondérations.
Identification de fa distribution d’hétérogénéité

‘onnaissant la forme de la fonction de production représentative, on peut se
mnder s'il est ou non possible de retrouver sans ambiguité la distribution
érogénéité sous-jacente . It 5" agit d'un probléme d’identification classique.

n fait il est clair que, la distribution initiale étant une Joi de deux varia-
=t 1a fonction représentative ne dépendant que d'un réel E A, et de la loi
: variable F, il ne peut y avoir bijection entre 'ensemble des fonctions
sentatives et I'ensemble des distributions d’hétérogénéité, Cette dernidre
-ait donc non identifiable.

est alors utile de déterminer des contraintes qui pourraient étre imposdes
istribution 4, de fagon 2 résoudre le probléme de non identifiabilité. Nous

FONCTIONS DE PRODUCTION 217

allons expliciter de telles contraintes en imposant une condition d’indépendance
entre certaines fonctions des coefficients techniques. ’

Deux distributions d"héeérogénéité w et ar* seront dites équivalentes pour
I'obsarvateur si et seulement si elles conduisent  la m&me fonction représentative
g. Notant E et E* les espérances prises par rapport aux lois et 7%, cette
condition d’équivalence s’écrit:

E(A,/B) . _ E*(A,B)
EA,| E*(A,) )

On a alors le résultat ci-dessous (voir Annexe 2).

EA, = E*A et

PROPRIETE 3:

i) La distribution d’hétérogénéité n’est pas identifiable & partir de la
fonction représentative.

ii) Si la fonction représentative est associée A la distribution d’hétérogé-
néité 7w, on peut toujours trouver une distribution w* équivalente et
pour laquelle le coefficient A, est indépendant du rapport
B =A,/A,.

iii) Sous cette contrainte d’indépendance, on peut alors identifier 1a loi
marginale du rapport B = A,/A |, lamoyenne A, mais pas le reste
de la loi marginale de 4.

Lorsque A, et B sont indépendants, on a:
g(Al"B) =,§A1 Jplag,a)=ma,, a;),
et la loi Fn'est autre que cefle du rapport B = A,/A .

De plus si x, tend vers I'infini, x, étant fixé, la quantité A, x, devient infinie
alors que A, x, reste fini et on a:

lim g{(x,,x,} = x; EA,.
X gm0
On voit donc que:
1 ..
= . 8
EA, X }iﬂ‘mg(xl-xz) (8)

Ceci montre que la moyenne E A est identifiable.

La loi marginale de B peut alors étre trouvée de la fagon suivante. On
remarque que 1’expression :

x
31 ——L‘—J-—(x 1 X3) = IXI ! [1 — F(b)] db est uniquement une fonction
H ]
Xz J:E’Lg(xl 1 X2)

dez = :—L . Cette fonction peut &tre dérivécetona:
2
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1\ =g~ d X, g(x1,x3)
X2 ) d(x,/x2) [ X2 }j_rﬂng(xlpxz) '

- Application aux fonctions C.E.S.

Nous avons vu dans le corollaire 2 que toute fonction de production C.E.S.
- §”interpréter comme représentative de fonctions A complémentarité stricte.
peut alors se demander quelles sont les formes des distributions d’hétérogé-
§ sous-jacentes.

Déterminons d’abord en suivant Ia démarche du paragraphe précédent la
ibution satisfaisant la contraintes d’identification: 4 ; et B indépendantes.
a:
X1 _8(X;,%3)
X2 xlim g(x1,%2)

[

X —¢ vl
,, Crala (;TL) +(1—0))

Xz C(I_UEXI

[ z7¢ + 1—a ]--llel
53

1 alors:

__i - l—o —1/e
F(z) =1 dz[z +T]

| - [l + l—a 2° ]—(l—ﬂ.’e‘

ol
e distribution est & une homothétie prés une distribution de Burr [Burr (1942)].
PRIETE 4:

La fonction C.E.S. est obtenue comme fonction représentative lorsque A |
¢t B sont indépendants et que la loi de B est une distribution de Burr,

orme de cette distribution relative au rapport des coefficients techniques est
ite ci-dessous:

wnsité
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On pourrait également mettre en évidence d’autres distributions d’hétérogé-
néité sous-jacentes en changeant la contrainte d’identification. Ainsi oh pourrait
rechercher s'il existe une distribution d'hétérogénéité pour laquelle les deux
coefficients techniques sont indépendants et qui conduise 2 la fonction C.E.S. .
La propriété ci-dessous établie dans 1’annexe 3 répond 2 cette question.

PROPRIETE 5:

Si les coefficients A, et A, sont indépendants et tels que o'* A et
(1—a)*® A, aient la méme loi de Weibull de densité: e x°' exp — ex,
alors la fonction représentative associée a une forme CE S.

La répartition des coefficients est décrite ci-dessous:

.
densité

- Z

La derniére propriété que nous avons établie est & rapprocher d’un résultat
de méme type établi dans le contexte des modzles de déséquilibre [Gourieroux
(1984) p. 296, Lambert (1984), Artus (1984), Bleuze-Leroux-Muet (1988), Kooi-
man (1988)].

Considérant une quantité échangée du type @ = Min (D + u, § + v), o
D et S sont les parties déterministes de 1’offre et de la demande et v et v des
termes d’erreurs, il a é1é montré que la quantité moyenne échangée pouvait
admettre une forme de type C.E.S. en fonction de D et § pour un choix adéquat
de la distribution des erreurs.

II-E- Substituabilité fictive

La détermination des distributions d’hétérogénéité sous-jacentes est évidem-
ment importante au nivean de 1'interprétation des paramétres de la fonction
C.E.S.. En effet, si cette fonction est utilisée comme fonction représentative,
o et e fournissent essentiellement des renseignements sur 1'hétérogénéité des
firmes ; il faut donc se garder de leur domner leur interprétation usuelle et par

donne 1’élasticité de substitution entre les

1
l+e
deux inputs, alors que nous savons que les deux biens sont complémentaires au
niveau désagrégé. Cet exemple montre que 1'utilisation de fonctions représenta-
tives peut conduire & des biais au niveau de I'interprétation de certains paramétres.
On peut d’ailleurs montrer que lintégration par rapport 2 une distribution

exemple de dire que le paramétre
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térogénéité conduit de fagon générale & un accroissement (fictif) des élasti-
de substitution [voir Gouriéroux (1988)].

Je fagon générale, 1'élasticité de substitution calculée directement & partir
1 fonction représentative dépend essentiellement de la distribution d’hétéro-
ité. Elle est donnée par {voir Annexe 4):

alogz dLog [ .11 — Fu)) du
o(z) = = _ . (9
% dLog [ uf(w)du
dLog 9%y
88
0x,

Jn peut facilement étudier sur les exemples comment cette élasticité varie

nction de la distribution d’hétérogénéité. Examinons ainsi la forme C.E.S.
distribution de Burr qui lui est associée. La courbe de Lorenz associée 2
distribution a pour équation:

,(p) s [1 — (l_p)c.’(l+e)](l+e.).'='

n vérifie facilement que cette courbe est une fonction croissante de e.

me I'élasticité de substitution dela CE Sesto = -1—, on voit que plus I'«hé- ‘

1+e
€néité est grande », plus Ja valeur (fictive) de 1'élasticité 1'est,

| est également intéressant de regarder I autre définition des notions de biens
rlémentaires et substituables, celle déduite des demandes de facteur. Rappe-
que si p,, p, désignent les prix des inputs, six; (py,pa), X2 (p;, p,)sont
emandes de facteurs, les biens sont dits substituts si la dérivée:

ox i
M (= 0, est positive,
P, p;

s sont dits complémentaires dans le cas contraire.

£s demandes de facteur sont obtenues en égalant le taux de substitution
iique au rapport des prix. On obtient:

o2

o2 _ Oy _

o, _ og @
ax,

M(z)— z(1—F(z))
1 = F(z)
in vérifie facilement que la fonction H est continue, strictement croissante

ve Ja distribution d'hétérogénéité est continue sur R * , de densité strictement
ive. On peut donc inverser cette fonction et écrire:

:H(z) = M(z) = J‘:[I ~ F(u)ldu.
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z= 21 =gt (B2,
X2 P
Commey = kx,M(z) = kx,M[H™! % )], ol k est une constante
1

positive, on en déduit la demande du second facteur:

Xy =

y .
kMI[H™! ( %f )]

Les deux fonctions M et H ™! sont croissantes et il en résulte que x, est une
fonction croissante de p, . Ainsi Jes inputs apparaissent comme substituts pour
Iz fonction représentative alors qu'lls sont en réalité complémentaires au niveau

désagrégé.

III- COURBES D’EFFICACITE TECHNIQUE
IMI.A- Comparaison de deux distributions d’inputs

L’ensemble des fonctions de production obtenu en agrégeant par I'intermé-
diaire de la distribution d’hétérogénéité des fonctions 4 complémentarité stricte
peut servir de base pour comparer les distributions d'inputs entre les entreprises,

Supposons en effet que les quantités produites au niveau désagrégé soient données
par:

Y = Min (8%, 85 Xy), f=1,..,n.

La quantité moyenne produite est:

h
2 %=
f=1

Faisant tendre vers I'infini le nombre de firmes et supposant les coefficients
techniques et les quantités d’inputs distribuées indépendamment, on voit que
cette moyenne peut étre approchée par:

y=

R
e

n
2 Min(a;xy;, axx3).
i=1

y# # EEMin (A, X;, A2 X>),

ol T désigne la distribution d’hétérogénéité, c’est-a-dire celle des coefficients
techniques 4, A,, et ol v désigne celle des inputs. En pratique sur données
microéconomiques les valeurs des quantités x;, x,;, ¥; peuvent &tre connues,
mais celles des coefficients ne le sont généralement pas, 11 est alors naturel pour
comparer deux distributions d'inputs d’introduire un critdre qui soit uniforme
dans la distribution d’hétérogénéité. De fagon plus précise, on peut suivre 1°ap-
proche de Farrell (1957} et retenir la définition suivante :
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nition

Soit v et v* deux distributions d’inputs, de mémes moyennes :

EX, = E,X.j=12.

v est dite techniquement plus efficace que v* , si et seulement si elle permet
d’atteindre une production totale supérieure et ceci quelle que soit la dis-

tribution d’hétérogénéité des coefficients techniques.

In définit ainsi un préordre sur les distributions d’inputs. v est préférable 2
| et seulement si on a:

Ji'gMin (A1 X,,A,X;) = E'*gMin (A1 X1, A X5) Y.

1 5’agit d’un préordre sur des lois & deux dimensions, chacune de ces dimen-
3 correspondant & 1'un des inputs,

i- Une caractérisation du préordre d’efficacité technique.

.a définition retenue pour le préordre d’efficacité technique est pour I'instant
maniable et on peut se demander s’il n'est pas possible de la remplacer par
ritere équivalent qui ne demanderait que la comparaison de deux fonctions
érigues simples. Une telle approche est tout A fait analogue 2 celle habituel-
mt développée pour les préordres d'inégalité (resp. de pauvreté, de concen-
m) qui se raménent & une comparaison de courbes de Lorenz (resp. de
Teté, de concentration) [veoir Atkinson (1970), 1987), Bourguignon (1979),
ischild-Stiglitz (1970), Sheshinski (1972)3. C’est un tel résultat qui est décrit
:88ous,

PRIETE 6:
v est techniquement plus efficace que v* si et seulement si la distribution du
X B ( X / % )
rapport des inputs =2 relativement 8 laloi ———=——""1<._ v* apparait
X -E,.. (X7
moins concentrée que la distribution de ce rapport relativement 4 la loi

X
p(x/x) |

EX)

ve: Voir annexe 5.

1 suffit ainsi de construire les deux courbes de Lorenz associées & chacune
:s distributions et de voir si 1'une est constamment située en dessous de |'autre.

Zes distributions se déduisent facilement des distributjons initiales v et v*,
080n8 par exemple que v soit une loi continue de densité w(x, , x4 ). La loi de

Y = % admet pour densité: x, v(x;, x,¥).
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On en déduit que:
X fmuﬂv(u uy) d S .
A2y = » Uy ) au =
E ( X, /X1 ) Lot VOWN px, = [ [0t uy)duay.
fouv(u, uy) du

Finalement la densité associée 2 v et qui sert au calcul de Ja courbe de Lorenz est:
fou2 v(u, uy) du

¥) = e _
) fo.ruﬂzv(u, uy) dudy

IV- ConcLusioNn

L'a prise en compte de ’hétérogénéité individuelle est une étape importante
en microéconométrie. A partir de Texemple des fonctions de production 2 com-
plémentarité stricte, nous avons naturellernent &€ conduits 3 étudier les propriétés
des fonctions représentatives qui leur étaient associés. Nous avons vu que certai-
nes fonctions usuelles comme la fonction C.E.S. admettent des interprétations
comme fonction représentative. De plus une étude directe de la fonction repré-
ser.ltatlve peut conduire & des biais d’hétérogénéité, biais qui ont &6 mis en
€vidence sur les résumés habituellement utilisés pour décrire les phénomnes de
substitution.

_ Nous avons finalement montré comment ces classes de fonctions représenta-
tives peuvent étre utilisées pour construire des relations d’efficacité technique,

‘I..a démarche précédente pourrait évidemment étre utilisée dans d’autres do-
maines d’application: modles de durée, fonctions de demande, modales de
déséquilibre... On pourrait aussi I'étendre en ne supposant plus I’indépendance
entre les coefficients techniques et les quantités d’inputs,

BIBLIOGRAPHIE

ARTUS, P. (1984), « Analyse du marché des biens dans les secteurs industriels »,
Annales de I'INSEE 55-66, pp. 77-107.

ATKINSON, A. (1970), « On the Measurement of Inequality », Journal of Economic
Theory 2, pp. 244-263.

ATKINSON, A. (1987), «On the Measurement of Poverty », Econometrica 55
pp. 749-764. ’

BLguze, FT" Leroux, V., Muer, P.A. (1988), Offre, demande et compétitivité
industrielle ! un modéle économétrique de déséquilibre intégrant des donndes
d'enquétes. D.P. OFCE, Paris.

BOI?E. B., Koerts, J., THURIK, A. (1988), Measuring the Effects of Retail Marke-
ting Instruments using a Switching Model, D.P. Erasmus University.




L'ACTUALITE ECONOMIQUE

iGNoN, F. (1979), « Decomposable Income Inequality Measures », Econo-
rica 47, pp. 901-920.

I.W. (1942), « Cumulative Frequency Functions », Annals of. Mathematical
istics 13, pp. 215-232.

ERLAIN, G. (1979), Heterogeneity, Omitted Variable Bias and Duration
sendence, Harvard D.P. .

ER, A. (1984), « Testing for Neglected Heterogeneity », Econometrica 52,
865-872.

R, A., Lancaster, T. (1983), «The Estimation of Models of Labour
rket Behaviour », Review of Economic Studies 50, pp. 609-624.

s, C., RIoDER, G. (1982), « True and Spurious Duration Dependence : The
atifiability of the Proportional Hazard Model, » Review of Economic Stu-
s 49, pp. 403-410.

11, M.L. (1957), «The Measurement of Productive Efficiency, » Journal
Royal Statistical Society, A 120, pp. 253-281.

Eroux, C. (1984), « Econométrie des variables qualitatives », Economica,
is.
#ROUX, C., LarronT, 1.J., MonFoRrT, A. (1984), « Econométrie des modeles

quilibre avec rationnement : une mise A jour,» Annales de I'INSEE 55-58,
5-37.

iEroux, C., Larooue, G. (1985), «The Aggregation of Commodities in
antity Rationing Models», International Economic Review 26, n® 3,
681-699.

Eroux, C. (1988), Heterogeneité. II. Etude des biais, D.P. CEPREMAP.

var, J. (1981), Heterogeneity and State Dependence. Dans: « Studies in
your Markets », Eds, Rosen, University of Chicago.

R, N. (1984), « A Simpie Test for Heterogeneity in Exponential Models of
ration », Journal of Labour Economics 2, pp. 534-549.

dAN, P. (1988), Some Simulation Results with a Macroeconomic Core
idel with Quantity Rationing, D.P. Rotterdam University.

erT, 1.P. (1984), Disequitibrium Macromodels Based on Business Survey
ta, These, Université de Louvain.

wvaup, E. (1982), An Econometric Model for Macrodisequilibrium Analy-
, in Hazewinked and Rinnsay Kan (Bds): « Current Developments in the
erface Economics, Econometric, Mathematics, Reidel Publishing Company,

LBAUER, J. (1978), Macrotheory vs Macroeconometrics: the Treatment of
sequilibrium in Macromodels, Birkbeck D.P. 59, Birkbeck College, UK..

FONCTIONS DE PRODUCTION 225

Rotuschwn, M., Smieurrz, J. (1970), Increasing Risk : II, Its Economic Conse-
quences, Journal of Economic Theory 2, pp. 225-243. '

SaRrGENT, T. (1979}, Macroeconomic Theory, Academic Press, N.Y. .

S}-[ES‘HI.NSKI, E. (1972), «Relation between a Social Welfare Function and the
Gini Index of Income Inequality », Journal of Economic Theory 4, pp. 98-100.




