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Résumé

Nous exposons dans cet article les avancées de la théorie de la décision
en environnement incertain au cours des vingt derniéres années. Plus pré-
cisément, nous partons des modeles d’espérance (objective et subjective)
d’utilité pour ensuite en présenter les généralisations récentes. Nous mon-
trons que ces généralisations permettent de décrire un plus grand nombre
de comportements économiques (dans le risque et 'incertain) que les mo-
deles usuels. Enfin, nous nous attachons & montrer que ces modéles sont
maniables et présentons certaines applications économiques.
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1 Introduction

La plupart des décisions économiques se prennent dans un environnement
incertain : les agents sont amenés & prendre des décisions dont les consé-
quences ne sont pas connues avec certitude, comme par exemple des décisions
d’investissement ou d’assurance. La formalisation d’un tel probléme de choix
en environnement incertain est donc cruciale en économie. Notre but dans cet
article est de présenter plusieurs modélisations possibles, d’en étudier les forces
et les faiblesses, et enfin d’analyser les implications de chacune d’entre elles
dans des problémes économiques classiques.

La premiére composante nécessaire & toute modélisation est de reconnaitre
quelles sont les sources d’incertitude et 'information dont on dispose sur cette
incertitude, la seconde étape étant d’étudier comment cette information affecte
la valorisation des décisions. La notion de bien contingent a été introduite en
économie a cet effet. Un méme bien physique n’a pas la “méme utilité” selon les
circonstances dans lesquelles il est consommé. Il apparait donc que la théorie
classique du choix en environnement certain peut se transposer a la théorie de
la décision en environnement incertain simplement en redéfinissant le notion de
bien. Si cette solution a effectivement parfois été retenue (Debreu (1959)), elle
ne fait que peu de cas de la structure particuliére de ’environnement incertain
dans lequel se fait le choix de la meilleure décision. La notion naturelle de
croyances, par exemple, n’y apparait pas explicitement. Aussi la théorie de la
décision en environnement incertain a-t-elle cherché & spécifier un peu plus
avant la représentation des préférences des agents dans un tel contexte.

Une solution, trés largement adoptée par les économistes, est donnée par
le modele d’espérance d’utilité, di & von Neumann et Morgenstern (1947) et
Savage (1954). Ce modeéle posseéde deux qualités principales : premiérement
il sépare les croyances sur les sources d’incertitude, représentées par des pro-
babilités sur des événements incertains, de l'utilité pour les gains certains,
représentée par une fonction d’utilité sur les conséquences certaines; deuxié-
mement, la fonction représentant les préférences est linéaire par rapport aux
probabilités. Par ailleurs, I’axiomatique sur laquelle ce modeéle repose est intui-
tive et séduisante. Enfin, il gomme la distinction entre des situations de risque
(dans lesquelles les probabilités, dites “objectives” sur les événements incer-
tains sont données —par exemple, parier a la roulette) et des situations d’in-
certitude (dans lesquelles les probabilités ne sont pas données —par exemple,
parier a des courses de chevaux), puisque le modele d’espérance subjective
d’utilité de Savage (1954) permet de ramener toute situation d’incertitude



A une situation de risque, c’est-a-dire d’incertitude probabilisée, méme si la
probabilité mise en évidence est maintenant subjective et non plus objective.

Ces qualités suffisent & expliquer le succés du modele d’espérance d’utilité
comme moyen de représenter les préférences d’agents évoluant dans un en-
vironnement incertain. Pour autant, ce modéle refléte-t-il les comportements
réels des individus confrontés & des choix dans une telle situation 7 Plus précisé-
ment, deux questions se posent. Premiérement, est-il raisonnable de supposer
que tout individu est capable d’attribuer une unique distribution de proba-
bilité & toute situation d’incertitude? Deuxiémement, méme lorsqu’il existe
une distribution de probabilité, I'individu se comporte-t-il conformément au
modele d’espérance d’utilité?

Deés l'apparition du modeéle d’espérance d’utilité, plusieurs auteurs (Al-
lais (1953) et Ellsberg (1961) notamment) ont construit des expériences dans
lesquelles les sujets, dans leur grande majorité, révélent par leur choix des com-
portements en contradiction systématique avec ce modeéle que ce soit dans le
risque (Allais (1953)) ou dans lincertain (Ellsberg (1961)). Dans un contexte
d’assurance, Mossin (1968) a montré que des agents se conformant au modele
d’espérance d’utilité ne désirent s’assurer totalement que si la prime qu’ils
doivent payer est actuarielle (égale a I'espérance de la perte potentielle), en
contradiction avec ’observation que beaucoup d’agents s’assurent totalement
méme lorsque la prime est “chargée”. Enfin, certains comportements (comme
dans les expériences d’Ellsberg) ne peuvent s’expliquer qu’en acceptant la dis-
tinction opérée par Knight (1921) et Keynes (1921) entre risque et incertitude.

1l est étonnant de constater le temps qui s’est écoulé entre ces premiéres
critiques et le développement et l'utilisation de modéles plus généraux que
le modéle d’espérance d’utilité, qui rendent mieux compte des comportements
réels des agents économiques. Malgré quelques tentatives isolées antérieures,
ces derniers n’ont été développés de maniére systématique qu’a la fin des an-
nées 1970. Nous avons choisi de présenter ici la classe de modeles dits non
additifs, qui conservent certaines propriétés du modeéle d’espérance d’utilité
telle que la transitivité, mais s’en éloignent en ce qu’ils permettent un traite-
ment non linéaire des probabilités’.

Dans cet article, nous présentons de maniére détaillée cette classe de mo-
deéles. Nous nous attacherons & exposer les axiomes sur lesquels ils reposent,
en en donnant une interprétation intuitive, ainsi qu’a montrer en quoi ces mo-
deéles généralisent le modele d’espérance d’utilité. Notre souhait est ainsi de
familiariser le lecteur avec ces modéles et de montrer que, malgré leur degré
de généralité, ils sont aisément utilisables. Nous sélectionnerons plusieurs ap-
plications économiques dans lesquelles les conclusions obtenues dans le cadre
de modéles non additifs sont plus conformes aux comportements économiques

'Pour une présentation trés générale des modeles récents de choix dans ’incertain, voir
Fishburn (1988) et Karni et Schmeidler (1991b). En particulier, nous renvoyons le lecteur
a cette derniére référence pour la modelisation des préférences “dépendant de 'état” (state
dependent preferences).



observés.

Afin de comprendre la richesse de ces modeles, il nous faudra revenir sur
la distinction, gommeée dans le modéle bayésien d’espérance d’utilité, entre
risque (probabilisé) et incertain (non probabilisé), les comportements dans
ces deux situations pouvant étre radicalement différents. Dans chaque situa-
tion, nous donnerons autant que possible des définitions des comportements
indépendantes des modeéles de représentation des préférences choisis. A contra-
rio, définir ’aversion pour le risque par la concavité de la fonction d’utilité n’a
plus de sens en dehors du modele d’espérance d’utilité. On pourra aussi distin-
guer plusieurs notions d’aversion pour le risque, reflétant des comportements
a priori distincts, mais dont on verra qu’ils sont confondus dans le modeéle
d’espérance d’utilité, mettant en évidence son caractére restrictif.

Enfin, la présentation adoptée est le résultat d’un arbitrage entre la rigueur
de l'exposé et sa simplicité. Ainsi, nous n’avons pas présenté les modeéles dans
leur version la plus générale possible, et avons essayé de donner l'intuition de
certains axiomes en méme temps que leur formulation mathématique.

L’article est construit de la maniére suivante : Nous commengons dans la
section 2 par un exemple et introduisons ensuite les notations et quelques dé-
finitions centrales. Les modeéles de décision sont successivement étudiés, com-
parés et critiqués dans les sections 3 pour le risque et 4 pour 'incertain. La
section 5 contient plusieurs applications qui mettent en lumiére une meilleure
adéquation des comportements économiques & des modéles non additifs.

2 Formalisation d’un probléme de décision dans I’in-
certain

Nous introduisons ici un exemple élémentaire, qui nous servira de base
d’explication tout au long de cet article et qui nous permettra de faire le
lien entre les concepts mathématiques et leur utilisation pour des décisions
économiques. Nous généraliserons ensuite les notations et concepts introduits.

2.1 Un exemple introductif

Considérons un agent économique se demandant si, face & un “risque” de
sinistre d’'un montant connu de L francs, il va prendre, et pour quel montant,
une assurance pour une année. Les seuls états de la nature possibles dans cet
exemple sont ’absence de sinistre, noté s1 et 'occurence du sinistre noté ss.
Cette description est exhaustive dans le sens ol aucune autre source d’aléa
n’est présente ici. En particulier, la richesse initiale, notée wyp, est supposée
certaine’. La probabilité du sinistre sera notée p. Selon que p est connue ou

2Nous ne traiterons pas ici des modeles dans lesquels la richesse initiale est aléatoire
(background risk).



inconnue on parlera de risque ou d’incertain®. Le choix de ’agent porte sur les
décisions (ou “actes”) possibles pour ce probléme, & savoir, soit ne rien faire,
soit prendre une assurance couvrant tout ou partie du sinistre, s’il se produit.

Une décision peut étre considérée comme associant a chaque état de la na-
ture une conséquence, ¢’est-a-dire ici un niveau de richesse. Ainsi, la décision
“ne rien faire” correspond a I’application associant & 1’état “pas de sinistre” la
conséquence, wg, et & I'état “sinistre” la conséquence wg— L. La décision “as-
surance totale” correspond quant & elle & ’application constante associant a
chaque état la conséquence wg—m, oli ™ est le montant de la prime d’assurance.
Enfin, une décision d’assurance partielle, notée d,, correspond a I'application
associant a I’état “pas de sinistre” la conséquence wy —7(a), et a 'état “sinis-
tre” la conséquence wy — L — w(a) + aL, ot () est le montant de la prime
d’assurance associée a un remboursement de a% du sinistre. On suppose que
I'agent a des préférences sur ces décisions. Dans le cas oll p est connue, une
décision (ou acte) est une variable aléatoire induisant sur I’ensemble des consé-
quences une loi de probabilité. Par exemple, la décision d, est une variable
aléatoire dont la loi induite P, est notée (wo—mn(a),1—p ;wo—L—7(a)+aL,p).
Dans le cas ol p est inconnue, la décision d, est une application (mesurable)
qui sera notée (wo — w(a), s1;wo — L — w(a) + aL, s2).

Dans la suite de cet article, nous illustrerons avec cet exemple la maniére
dont ’évaluation de ces décisions dépend des axiomes auxquels obéissent ses
préférences et de son attitude vis-a-vis de l'incertain. Auparavant, nous intro-
duisons les notations générales que nous avons esquissées sur cet exemple.

2.2 Notations et définitions

Nous noterons S I'ensemble des états de la nature, A une o-algébre (ou
tribu) de sous-ensembles de S. Lorsque la distribution de probabilité objective
P sur l'espace (5,.4) est connue, nous dirons que ’agent fait face a une situa-
tion de risque (ou incertain probabilisé). Lorsqu’il n’existe pas de probabilité
connue sur S, on parle d’une situation d’incertain.

Comme nous I'avons vu dans I'exemple introductif, le décideur a des pré-
férences sur des décisions qui sont des applications de l’ensemble des états
de la nature dans un ensemble de conséquences. Le détail des modéles que
nous allons présenter dépend de la structure de I'ensemble des conséquences.
A ce stade, il est donc nécessaire d’introduire des notations correspondant &
différentes possibilités pour cet ensemble de conséquences.

On note de maniére générique X ’ensemble des applications de ’ensemble
des états de la nature S dans un ensemble de conséquences quelconque ¢.* Un

3Dans le reste de larticle nous utiliserons le terme de risque exclusivement pour désigner
de D’incertain probabilisé (c’est-a-dire de probabilité connue).

“Dans le cadre particulier de Anscombe et Aumann (1963), I’ensemble des conséquences
est lui-méme un ensemble de lois & support fini dans R, que nous noterons §o . Lorsque
I’ensemble des conséquences est un intervalle C fermé et borné de R, X est ’ensemble des



élément X de X est appelé décision ou acte . On suppose que chaque agent
a une relation de préférence large =~ sur X. La préférence stricte sera notée
> et lindifférence ~. La relation de préférence sur X induit (grace aux actes
constants) une relation de préférence sur I'ensemble € des conséquences. Par
abus de notation, nous noterons également = cette relation de préférence sur
€. Lorsque € est déja ordonné, en particulier lorsqu’il s’agit d’un sous-ensemble
de R, il faudra imposer un axiome de compatibilité entre ces deux relations
d’ordre.

Dans tout ce qui suit, nous ferons ’hypothése que la relation de préférence
est un préordre total, c’est-a-dire une relation réflexive, transitive et compléte.
L’hypothése de totalité de la relation, c’est-a-dire de pouvoir classer toutes
les décisions, est une hypothése trés forte dans certains problémes’. Toutefois,
cette hypotheése est trés largement acceptée dans les modeéles économiques, et
sera un axiome commun a toutes les théories que nous mentionnerons ici, que
ce soit dans le risque ou dans l'incertain.

Axiome 1 (Préordre total) La relation de préférence - est un préordre
total.

Si I'on rajoute & cet axiome une hypothése de continuité’, la relation >~
peut étre représentée par une fonction d’utilité V : X — R c’est-a-dire que

XrnY=VX)>V(Y) (1)

Nous noterons une décision X a support fini, X = (21, 41;...; 2y, 4,) ol
x1 < ... <z, et les A; forment une partition de S.

La notion de comonotonie. La notion de comonotonie va s’avérer centrale
pour Paxiomatique des modéles que nous développerons dans cet article. Elle
peut étre donnée pour un ensemble X d’applications de S dans un ensemble
ordonné quelconque € :

Définition 1 Deuz éléments X etY de X sont dits comonotones s’il n’existe
pas de couple 5,5 € S tel que X(s) = X (') et Y(s) <Y ().

Lorsque I'ensemble des conséquences est un sous-ensemble de R, la défini-
tion se simplifie :

Définition 2 Deux décisions X et 'Y de X sont dites comonotones si pour
tout s,8' € S,
(X(s) = X(s)(Y(s) = Y(s')) = 0

fonctions A—mesurables (une application X : (S,.A4) — (R, ) est mesurable si pour tout
BeB, X YB)eAon X 1(B)={s € S:X(s) € B}, et Best la tribu des Boréliens) de S
dans C. Dans cet article, nous considérerons souvent le cas ot ’ensemble des conséquences
est un intervalle de R.

®Pour des théories relachant I’hypothése de transitivité ou de totalité, voir Fishburn
(1988).

La forme exacte de cette hypothese dépend de la structure de X. Voir Debreu (1954),
Debreu (1959) et Grandmont (1972).



Deux variables comonotones ne peuvent étre utilisées & des fins de couver-
ture (hedging) : en effet, si X et Y sont comonotones, elles “rapportent” toutes
les deux plus dans 'état s que dans ’état s’ et donc toute combinaison linéaire
positive de ces deux variables va préserver cet ordre. Il est alors impossible de
s’assurer contre la “variabilité” des paiements de X avec la décision Y.

Tllustrons cette notion sur 'exemple suivant. Soit les cinq applications dé-
finies sur ’espace S = {s1, 89, 83} par :

S1 89 S3
X1 1 2 3
X5 -5 0 9
X3 10 5 0
Xy 7T 3 5
X5 2 2 2

Toute application étant comonotone & une application constante, X5 est
comonotone i toutes les autres décisions. Les décisions X7 et X5 sont como-
notones. X; et —Xj3 sont comonotones (on dit aussi que X; et X3 sont anti-
comonotones). X4 n’entretient aucune relation de comonotonie avec X1, X2 ou
X3. Remarquons que la relation de comonotonie n’est pas transitive : X4 est
comonotone a X5, X5 est comonotone 4 X7 et pourtant X4 et X1 ne sont pas
comonotones.

3 Décision dans le risque

Dans cette section, on suppose que le décideur fait face & une “situation de
risque” : il connait la loi de probabilité, exogéne, sur I’ensemble des états de la
nature. Ici, € est un sous-ensemble de R, que nous noterons donc C. I.’ensemble
(S,A) est muni d’une mesure de probabilité notée P. Une décision, élément
de X, est alors une variable aléatoire de loi image Py, définie pour tout B C R
par Px(B) = P{s € S| X(s) € B}. Puisque chaque décision X induit une loi
Px sur R, et sous ’hypothése assez naturelle que deux variables aléatoires de
meéme loi sont toujours indifférentes, la relation de préférence = sur I’ensemble
X, muni de 7, induit sur 'ensemble des lois de probabilité & support dans C
une relation de préférence que nous noterons aussi 7, par abus de notation.

Méme si le recours aux lois peut sembler moins naturel que la modélisation
en termes d’actes (qui s’assimilent au concept économique de bien contingent),
il simplifie beaucoup la formalisation d’un probléme de décision dans le risque.

Nous travaillerons donc sur I’ensemble £ des lois de probabilité a support
dans C muni de la relation 7. Le décideur a donc & comparer des lois de
probabilité entre elles. Dans cette comparaison, il est naturel qu’il attache une
importance particuliere au “risque” de ces lois.

Remarque 1 Nous n'utiliserons pas le terme de loterie, plus imagée, car nous
travaillerons & la fois sur des lois discrétes et continues.



Il nous faut & ce stade, aprés avoir introduit quelques notations, définir ce
que ’on entend par un accroissement de risque.

3.1 Risque et accroissement de risque

Nous noterons Ly le sous-ensemble des lois de £ & support fini; dans ce
cas, la loi de la variable aléatoire X sera notée Px = (x1,p1;...; Tn,Pn) OU
21 < oo < @y, pi > 0 et Y p; = 1. Sa loi image Px a pour fonction de
répartition Fy(z) = P({s € S : X(s) < x}). Son espérance sera notée E(X).

Il existe plusieurs définitions possibles de la notion d’accroissement de
risque, et a chacune d’entre elles est associée une notion correspondante d’“aversion
pour le risque”, ceci indépendamment du modeéle de décision utilisé.

La notion de plus grande variance comme mesure d’accroissement du risque
peut sembler intuitive’ mais nous verrons dans la section 3.3.4 qu’elle peut
conduire a des incohérences.

En économie, la notion usuelle d’accroissement de risque est celle associée
a la dominance stochastique d’ordre deux, notée (DS2). Plus formellement, on
dit que Y est plus risquée que X au sens DS2 (ou X DS2 Y) si, pour tout

TeR,
/.T Fy(x)dx > /T Fx(x)dx

J =00 J =00

Cette relation ne classe que partiellement les lois de £. Si de plus, X et
Y ont méme espérance, on dit que Y est un étalement & moyenne constante
de X, ou encore, Y MPS X.® Si Y MPS X, la variance de Y est supérieure
ou égale a la variance de X. La réciproque n’est pas toujours vérifiée (voir
paragraphe 3.3.4)

Cette définition n’est pas trés intuitive et la proposition suivante permet,
dans le cas ot X et Y ont méme espérance, de donner une caractérisation plus
compréhensible de cette notion.

Proposition 1 (Rothschild et Stiglitz (1970)) Soient X et Y deux variables
de méme espérance. Les trois assertions suitvantes sont équivalentes :

(i) Y est un étalement o moyenne constante de X, soitY MPS X

(11) Y a méme loi que (X +6) ou E(6|1X) =0 presque partout

(i4) Pour tout u croissante et concave de R — R, [w(x)dFx(x) > [wu(x)dFy(x

La caractérisation (ii) révele le caractére intuitif de cette définition puis-
qu’elle exprime que Y est un étalement a moyenne constante de X lorsque Y
peut étre obtenue en ajoutant & X un “bruit”. La caractérisation (iii) va trou-
ver son intérét dans le cadre du modele d’espérance d’utilité que nous verrons
plus loin (cf. remarque 4).

"Cette notion est d’ailleurs utilisée en finance, dans le MEDAF par exemple.
8 MPS pour Mean Preserving Spread.



Illustrons ceci sur 'exemple introductif : soit deux décisions d’assurance
do, et do, ol a1 > ay. Lorsque la prime ne contient pas de chargements
proportionnels & son contenu actuariel (7(a) = apL), on peut voir que d, est
un accroissement du risque & moyenne constante de dy, .

Cette notion d’accroissement de risque bien que trés utilisée en écono-
mie n’est pas exempte de critiques (certaines déja relevées par Rothschild et
Stiglitz (1971) et que nous exposerons dans le paragraphe 3.4.4). Une autre
notion d’accroissement de risque basée sur la notion de comonotonie (définie
par Schmeidler (1989) et Yaari (1987)), est celle d’accroissement monotone de
risque, développée par Quiggin (1992). Une variable aléatoire Y est un ac-
croissement monotone de risque & moyenne constante de la variable X si Y a
méme loi que X + Z ol Z est comonotone & X et E(Z) = 0. La comonotonie
entraine que, quel que soit I’état de la nature, Z ne peut servir de couverture
a4 X : dans les états ol le résultat de X est “mauvais”, celui de Y est “pire”
et inversement, dans les états ou le résultat de X est “bon”, celui de Y est
meilleur. Dans ce cas, considérer Y comme plus risquée que X semble diffici-
lement contestable (pour plus de détails sur cette notion d’accroissement du
risque, voir Chateauneuf, Cohen, et Kast (1997) et Chateauneuf, Cohen, et
Meilijson (1997a)).

1l existe plusieurs autres définitions d’accroissement de risque que nous ne
détaillerons pas ici, bien que certaines de ces notions soient parfois plus adap-
tées A des problémes de statique comparative (pour des définitions et les pro-
priétés caractéristiques de ces notions, ainsi que des exemples d’applications,
voir Chateauneuf, Cohen, et Meilijson (1997b) et Safra et Zilcha (1988)).

3.2 Comportements face au risque

Nous revenons maintenant au probléme de choix d’un agent, muni d’une
relation de préférence 7 sur X et de la relation correspondante sur L.

3.2.1 Aversion pour le risque

Nous pouvons définir différentes notions d’aversion pour le risque. Nous en
distinguerons deux ici.

Définition 3 (Arrow (1965),Pratt (1964)) Un agent a de 'aversion faible

pour le risque si pour toute variable aléatoire X de X, il préfére a cette variable

aléatoire la certitude de son espérance’ :

VX €X, B(X) = X

Définition 4 (Rothschild et Stiglitz (1970)) Un agent a de l'aversion forte
pour le risque si pour tout couple de variables aléatoires X, Y de X de méme

g]E(X) 2 X est un abus de notation pour ®p(x) X oi $p(x) est la loi de Dirac en
E(X). Nous adopterons cette notation par la suite.
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espérance, et telles que Y est plus risquée que X au sens de la dominance
seconde, il préfére la variable la moins risquée X aY :

VX,Y €X, E(X)=E(Y),Y MPSX = X - Y

Remarque 2 La terminologie que nous utilisons ici n'est pas celle employée
par les auteurs mentionnés, car, comme nous le verrons dans le paragraphe
3.3.2, ces deux notions sont confondues dans le modéle d’espérance d’utilité.

En remarquant que, pour tout X, X est un étalement & moyenne constante
de E(X), un agent ayant de l'aversion forte pour le risque a également de
I’aversion faible pour le risque. L’implication réciproque n’est pas vérifiée en
général. !

Un décideur qui préfére la variable aléatoire X a son espérance a du gotit
faible pour le risque. Un décideur qui préfére toujours la variable la plus risquée
au sens de la dominance seconde a du gott fort pour le risque. Enfin, un déci-
deur qui compare les lois en ne comparant que leurs espérances sera dit neutre
vis-a-vis du risque. Il convient de remarquer que tout décideur qui, pour cer-
tains couples (Y MPS X) préfere la variable la plus risquée et, pour d’autres
couples, la variable la moins risquée n’entre dans aucune de ces catégories.

3.2.2 Prime de risque et comparaison de comportements

Pour chaque variable aléatoire X de X, son équivalent certain est le nombre'!
cx qui procure la méme satisfaction que X : cx ~ X. Dans tous les modéles
considérés dans cet article, toute variable aléatoire de X posséde un unique
équivalent certain.

On définit alors la prime de risque de X, notée pyx, comme étant la diffé-
rence entre I'espérance de X et son équivalent certain : py = E(X)—cx. Cette
prime est le montant que ’agent est prét a payer pour échanger la variable X
contre son espérance. Cette prime est négative dés que I'agent a du gotit pour
le risque.

La prime de risque est un moyen de mesurer 'intensité de ’aversion faible
pour le risque. 11 est possible d’en déduire des comparaisons partielles de com-
portements d’agents : un agent 1 a plus d’aversion faible pour le risque qu’'un
agent 2 si pour tout X € X, la prime de risque p%( de 'agent 1 est supérieure
ou égale a la prime de risque pg( de ’agent 2.

10Tntuitivement, ces deux notions capturent deux comportements a priori distincts : un
agent peut vouloir éviter de supporter le moindre risque et préférer ’espérance avec certitude
mais préférer, lorsque son choix s’effectue entre des décisions toutes deux risquées (et qu’il
ne peut éviter le risque), la plus risquée qui peut faire espérer de meilleurs résultats.

'Nous faisons ici abstraction de la richesse initiale des agents. Il est possible de définir
des concepts plus précis tels que la disponibilité & payer ou a recevoir (willingness to pay,
willingness to accept) qui tiennent compte de la richesse initiale des agents. Voir par exemple
Kahneman et Tversky (1979), Eeckhoudt et Gollier (1992) et Courtault et Gayant (1999).
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3.3 Le modéle d’espérance d’utilité

Jusqu’a présent, nous avons pu donner des définitions intrinséques (in-
dépendantes du modeéle de décision utilisé par ’agent) de 1’aversion pour le
risque, de I'équivalent certain,... Nous allons maintenant exposer le modéle
“dominant” de décision dans le risque : le modele d’espérance d’utilité (EU)
de von Neumann et Morgenstern (1947) et voir ce que deviennent, dans ce
modeéle, les notions développées jusqu’a présent.

3.3.1 Le théoréme de von Neumann-Morgenstern

Le modaéle est basé, en plus de ’axiome de préordre total, sur un axiome de
continuité et un axiome d’indépendance. Avant d’énoncer ces axiomes, nous
devons d’abord définir 'opération de mizage de lois de probabilité (ou, dans
le cas discret combinaison de loteries). Pour tout P,Q € L et a € [0,1], on
appelle a-mixage des lois P et @, laloi R = aP®(1—a)Q, telle que, pour tout
Ade A, R(A) = aP(A)+ (1 — a)Q(A). Le mixage de deux lois de probabilité
peut s’interpréter, lorsque P et () sont des lois discrétes, comme une loterie
a deux étapes : lors de la premiére étape, les lois P et ¢} sont tirées avec
probabilité a et (1 — a), tandis que lors de la seconde étape, une conséquence
est choisie selon la loi de probabilité selectionnée lors de la premiére étape.

Axiome 2 (Continuité) La relation de préférence 7 est continue (au sens
de Jensen (1967)) : pour tout P,Q,R de L, 3o, 3 € 10,1] tel que aP & (1 —
aA)R>=Q et Q> P ®(1—-pP)R.

L’axiome d’indépendance que nous énongons maintenant est I’axiome cen-
tral du modele d’espérance d’utilité.

Axiome 3 (Indépendance) Pour tout P,Q, R de L et pour tout o € 0, 1],
Pr@Q<—aPd(l1-a)R-aQ ®(1—-a)R

L’interprétation de cet axiome peut s’énoncer de la maniére suivante (en
liaison avec l'interprétation du mixage de deux lois que nous avons donnée).
I’agent qui préfere P & () et qui doit faire un choix entre les deux mixages
aP®d(1—a)R et aQ®(1—a)R tient le raisonnement suivant : si un événement
de probabilité (1 — a) se produit, il obtient la méme loi R, indépendamment
de son choix, tandis que si I’événement complémentaire se produit, il a le
choix entre P et (), et comme il préfere P, il préfére globalement le mixage
aP @ (1 —a)R. La logique de cet axiome peut sembler intuitive. Toutefois, de
nombreuses études expérimentales (comme le paradoxe d’Allais) ont montré
que la plupart des décideurs font leur choix en contradiction avec cet axiome.
Nous reviendrons sur ce point dans la section suivante.

Dans le cas fini, c’est-a-dire si I'on se restreint a4 'ensemble Ly des lois a
support fini dans C, le théoréme de représentation de 7~ s’énonce de la maniére
suivante.
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Théoréme 1 (von Neumann et Morgenstern) Soit l’ensemble Lo des lois de
probabilité a support fini dans C muni de la relation de préférence 7. Les deux
propositions sutvantes sont équivalentes :

(i) (Lo,7) satisfait auxr axiomes de préordre total, continuité, indépen-
dance et monotonie.

(1) Il existe une fonction d’utilité U représentant la relation 7 avec

UP) = Eu(P) = Y piula)

ot u est une application de C dans R définie par u(x) = U(®;) et est continue,
croissante et définie & une transformation affine croissante prés'”.

Ce théoréme se généralise & 'ensemble £ des lois de probabilité a support
dans ’ensemble C tout entier. 1l faut dans ce cas rajouter un axiome de domi-
nance. Pour une loi P & support borné dans R, de fonction de répartition F',
la fonction d’utilité s’écrit alors U(P) = Bu(P) = [ u(x)dF(x).

On voit bien dans cette formulation pourquoi le modéle d’espérance d’uti-
lité est qualifié de modeéle linéaire : il traite les probabilités de maniére linéaire,
c’est-a-dire que U(aP & (1 — a)Q) = aU(P) + (1 — a)U(Q).

Pour des énoncés intuitifs des axiomes et des démonstrations élégantes de
ce théoreme (dans les cas fini et infini), voir Jensen (1967), Fishburn (1970),
Fishburn (1982) et Kreps (1988).

Remarque 3 Le comportement d’un décideur qui satisfait aux axiomes du
modele d’espérance d’utilité, est entiérement caractérisé par la fonction wu.

Dans I'exemple de la section 2.1, I'espérance d’utilité d’une décision par-
tielle d’assurance d,,, s’écrit

Eu(dy) = (1 — p)u(wy — 7(a)) + pu(wy — 7(a) — L + al)

3.3.2 Caractérisation des notions d’aversion pour le risque.

Les deux notions d’aversion pour le risque que nous avons définies indé-
pendamment de tout modéle sont en fait confondues dans le cadre du modeéle
d’espérance d’utilité.

Proposition 2 Lorsque le décideur satisfait au modéle d’espérance d’utilité,
les trois assertions suivantes sont équivalentes'? :

(i) Le décideur a de l’aversion faible pour le risque.

(ii) Le décideur a de l’aversion forte pour le risque.

(i1i) La fonction d’utilité uw du décideur est concave.

12 est-a-dire que toute fonction v = au + b avec a > 0 est également admissible.
YL equivalence (i) <= (4i) est immédiate. L’équivalence (ii) <=> (1) a été démontrée
par Rothschild et Stiglitz (1970).
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Remarque 4 En utilisant la proposition précédente, on peut réinterpréter la
caractérisation de la notion d’accroissement du risque basée sur la dominance
seconde de Rothschild et Stiglitz (1970) (proposition 1 (iii)) de la maniére
suivante : une variable Y est un accroissement du risque & moyenne constante
de X si et seulement si E(X) = E(Y) et si X est préférée a Y par tout
décideur satisfaisant aux axiomes du modéle d’espérance d’utilité et ayant de
I’aversion faible pour le risque.

Remarque 5 La proposition 2 révéle par ailleurs que dans le modele d’espé-
rance d’utilité, on ne peut distinguer ’aversion faible de I'aversion forte. Pour
les utilisateurs de ce modéle, cette distinction n’a pas lieu d’étre et on parlera
simplement d’aversion pour le risque sans risque de confusion.

3.3.3 Valeur locale de la prime de risque, coefficient absolu d’aver-
sion pour le risque

Dans ce modéle, il est possible de donner & partir des propriétés de la
fonction u une représentation de l'intensité de 'aversion pour le risque d’un
décideur.

Définition 5 Lorsque u est strictement croissante et deux fois continuement
dérivable, on appelle coefficient absolu d’aversion pour le risque, la fonction
Ra de C dans R définie par

Remarquons que ce coefficient est indépendant du représentant w choisi
(parmi toutes les fonctions d’utilité du type av + b).

Quand la loi de X d’espérance z et de variance o2, prend ses valeurs sur un
intervalle [x — h,x + h] ol h est “petit” par rapport & z, on peut démontrer
(Arrow (1965) et Pratt (1964)) que la prime de risque est proportionnelle au
coeflicient absolu d’aversion pour le risque :

L @) o
(o) &~ = T RA)

Cette approximation permet de séparer dans I'expression de la prime de
risque une partie objective dépendant uniquement de la variance de la loi,
de la partie subjective liée aux préférences du décideur, R4(x). Ce résultat
permet de démontrer un théoréme de comparaison de comportement pour des
décideurs dans le modéle d’espérance d’utilité.

Théoréme 2 (Arrow (1965) et Pratt (1964)) Soient deuz décideurs 1 et 2
satisfaisant aur axiomes du modéle d’espérance d’utilité, caractérisés respecti-
vement par des fonctions d’utilité uy et ug strictement croissantes et deux fois
continuement dérivables. Les assertions sutvantes sont équivalentes :
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(i) 1 a (strictement) plus d’aversion pour le risque que 2 : pk > (>) p%.

(ii) Il existe une fonction croissante (strictement) concave ¢ de R dans R
telle que uq = @(u2).

(i1i) le coefficient absolu d’aversion pour le risque de uy est supérieur ou
égal (strictement supérieur) au coefficient absolu d’aversion pour le risque de
ug pour tout x € R : RY(z) > (>) R4 ().

Remarque 6 L’é¢quivalence entre (i) et (ii) reste vraie méme lorsque u; et ug
ne sont pas deux fois continuement dérivables.

3.3.4 Variance et modéle d’espérance d’utilité

Nous avons vu dans la remarque 4 que la notion d’accroissement du risque
au sens de la dominance seconde avait une justification certaine dans le modeéle
d’espérance d’utilité. La variance quant a elle n’est pas un bon indicateur d’ac-
croissement de risque comme le montre 'exemple suivant'* (Ingersoll (1987)).

Considérons les deux loteries P = (0,1/2;4,1/2) et Q = (1,7/8;9,1/8).
Ona E(P) = E(Q) et Var(Q) > Var(P). Choisissons un décideur satisfaisant
aux axiomes du modeéle d’espérance d’utilité, ayant de ’aversion pour le risque
et dont la fonction d’utilité est concave et de la forme u(z) = \/z. On peut
vérifier que, pour ce décideur, ¢} = P, c’est-a-dire que ’espérance d’'utilité de
la loterie P qui a la plus petite variance est inférieure & celle de . Ainsi,
dans le modéle d’espérance d’utilité, un décideur ayant de ’aversion pour le
risque ne préfére pas nécessairement la variable ayant la plus petite variance
(A moyenne constante).

Remarquons toutefois que quand u(x) est un polynome du second de-
gré (comme par exemple dans le modele d’évaluation des actifs financiers
(MEDAF)), un agent ayant de ’aversion pour le risque préférera toujours,
A moyenne égale, la loi de plus petite variance.

3.4 Quelques problémes soulevés par le modéle d’espérance
d’utilité

Nous passons ici en revue quelques problémes soulevés par le modéle d’es-

P 1212215 N . .
pérance d’utilité'®. Nous commencons par quelques problémes descriptifs et
soulignons ensuite certaines implications théoriques contre-intuitives de ce mo-

dele.

3.4.1 Le “paradoxe” d’Allais

Des 1953, Allais (1953) construit un couple d’alternatives pour lequel la
majorité des sujets interrogés choisit en désaccord avec 'axiome d’indépen-

“D’autres exemples pourraient étre développés.(voir Meyer (1987)).
" Pour une synthése de ces problémes, voir par exemple Machina (1987).
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dance. Nous présentons d’abord une version modifiée de cet exemple (Kahne-
man et Tversky (1979)).

Les sujets doivent choisir d’abord entre les deux loteries A : gagner 3.000
euros avec probabilité 1, ou B : gagner 4.000 euros avec probabilité 0,8 et
0 avec probabilité 0,2, puis, de maniére indépendante, entre les deux loteries
C : gagner 3.000 euros avec probabilité 0,25 et 0 avec probabilité 0,75 ou D :
gagner 4.000 euros avec probabilité 0,2 et 0 avec probabilité 0.8. Cette expé-
rience, renouvelée maintes fois et dans des contextes différents, donne toujours
des résultats similaires : une grande majorité de sujets choisit les loteries (A)
et (D), en contradiction avec I'axiome d’indépendance'S. Les résultats de ce
type d’expérience n’ont pas convaincu les tenants du modéle d’espérance d’uti-
lité, qui reconnaissent certaines défaillances descriptives du modeéle, mais qui
considérent son aspect normatif comme plus important.

Nous présentons maintenant ’expérience originelle d’Allais, qui permet de
repérer plus facilement en quoi il y a violation de ’axiome d’indépendance.
Il est proposé aux sujets de choisir entre les loteries suivantes (I'unité est le
million d’euros) :

L1 : gagner 1M avec certitude

Lo : gagner 1M avec probabilité 0,89, 5M avec probabilité 0,10, et 0 avec
probabilité 0,01

puis entre les loteries suivantes :

L] : gagner 1M avec probabilité 0,11 et 0 avec probabilité 0,89

LY : gagner 5M avec proabilité 0,10 et 0 avec probabilité 0,90

Lorsqu’on leur demande de choisir entre les deux premiére loteries, la plu-
part des sujets choisissent Lq. Lorsque ces mémes sujets doivent choisir entre
les deux derniéres loteries, la majorité préfere L. Ces choix constituent une
violation de I'axiome d’indépendance. En effet, soit P la loterie qui donne 1 M
avec probabilité 1 et @ la loterie qui donne 0 avec probabilité 1/11 et 5 M
avec probabilité 10/11. On peut vérifier que :

Ly = 0,11P @ 0,899,
Ly = 0,11Q ¢ 0,899,
Ly = 0,11P ® 0,89
Ly, = 0,11Q & 0,89%
ol Og est la loterie “gagner zéro avec probabilité 1”7 et @4 est la loterie “gagner

1 M avec probabilité 1”. Les choix observés sont donc en contradiction avec
I'axiome d’indépendance.

En effet, puisque C = 0,254 ® 0,75®¢ et D = 0,25B @ 0,75P¢ ou Py est la loterie
“gagner zéro avec probabilité 1”7, les deux seuls couples de choix en accord avec ’axiome
d’indépendance sont (4, C) ou (B, D).
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3.4.2 La double interprétation de la fonction d’utilité

En plus des violations expérimentales de ’axiome d’indépendance, le mo-
deéle d’espérance d’utilité souléve aussi une difficulté théorique, a savoir I'in-
terprétation de la fonction u. En effet, la fonction w a un double réle : (i) elle
exprime 'attitude du décideur vis-a-vis du risque (la concavité de u impliquant
Paversion pour le risque), (ii) elle exprime la satisfaction des résultats dans
le certain (la concavité de v impliquant une utilité marginale décroissante de
la richesse). En particulier, il est impossible dans ce modéle de représenter un
agent qui aurait a la fois une utilité marginale décroissante et du gott pour
le risque. Si le modeéle d’espérance d’utilité a le mérite de la parcimonie, il
ne permet pas de séparer la représentation de ’attitude vis-a-vis du risque de
celle vis-a-vis de la richesse dans le certain. Ce sera le cas dans des modeéles
moins parcimonieux mais plus flexibles que nous étudierons plus loin.

3.4.3 Aversion faible et aversion forte dans le modéle d’espérance
d’utilité

Comme nous ’avons vu dans la remarque 5, les notions d’aversion pour le
risque faible et forte ne peuvent étre distinguées dans le modele d’espérance
d’utilité. On peut en effet interpréter la proposition 2 comme une limite du mo-
déle d’espérance d’utilité : tout agent ayant de 'aversion faible pour le risque
sans pour autont avoir de l'aversion forte ne peut satisfaire aux axiomes de ce
modéle. En fait, on peut montrer (Safra et Zilcha (1988) et Chateauneuf, Co-
hen, et Meilijson (1997b)) que de nombreuses notions d’aversion pour le risque
correspondant a différents ordres stochastiques sur les variables aléatoires sont
confondues dans le modéle d’espérance d’utilité et il n’est donc pas étonnant
que ce modeéle manque de flexibilité pour rendre compte de la diversité des
comportements face a des accroissements de risque dans différents problémes.
Ce ne sera plus le cas dans un modele plus général (le modele d’utilité dépen-
dante du rang) que nous présenterons dans une section ultérieure.

3.4.4 Problémes soulevés par le choix de la dominance seconde
pour mesurer ’accroissement de risque dans le modéle d’es-
pérance d’utilité

Malgré la bonne adéquation de la notion d’accroissement du risque (au
sens de la dominance seconde) au modele d’espérance d’utilité, cette notion
peut conduire a quelques résultats contre-intuitifs. Citons-en deux. Le premier
concerne le choix de portefeuille. Dans le probléme classique de choix entre un
actif sans risque et un actif risqué, une prédiction naturelle serait la suivante :
si le rendement de Iactif risqué devient plus risqué au sens M PSS, tout investis-
seur ayant de I’aversion pour le risque devrait en demander moins. Rothschild
et Stiglitz (1971) ont démontré que cette prédiction n’est pas toujours vraie
dans le modele d’espérance d’utilité. Le second a trait au choix d’assurance.
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Un décideur ayant plus d’aversion pour le risque qu’un autre n’est pas néces-
sairement prét a payer au moins autant pour obtenir la méme réduction de
risque & moyenne constante (voir, par exemple, Ross (1981)).

3.5 Le modéle d’“utilité dépendante du rang”

Le modeéle que nous traitons dans cette section, le modeéle d'utilité dé-
pendante du rang (RDEU pour Rank Dependent Expected Utility) est né
des faiblesses du modéle d’espérance d’utilité a rendre compte des compor-
tements et généralise ce dernier. Le modéle d'utilité espérée fournissait une
représentation des préférences de la forme Y | pu(z;) on le poids de déci-
sion p; attribué au résultat x; est indépendant de ce dernier. A priori, sur la
base de comportements observés, ces poids de décision peuvent dépendre des
résultats d’une maniére quelconque. Toutefois, faire dépendre ces poids unique-
ment du rang des résultats permet déja d’expliquer la plupart des “paradoxes”
du modele d’espérance d’utilité. Nous présentons maintenant les fondements
axiomatiques d’une telle représentation.

3.5.1 Le principe de la chose sfire comonotone dans le risque

L’axiome central du modéle d’espérance d’utilité, ’axiome d’indépendance,
est également celui qui semble le plus souvent invalidé dans les faits. L’idée de
base du modele d’utilité dépendante du rang est en conséquence d’affaiblir cet
axiome!7, et d’abandonner de ce fait la linéarité par rapport aux probabilités.
Le modele d’utilité dépendante du rang a été développé par Quiggin (1982)
sous le nom d’utilité anticipée (Anticipated Utility). Yaari (1987), Segal (1987)
et Allais (1988) ont développé des variantes de ce modele. Par souci de simpli-
cité, nous travaillons ici sur C, intervalle fermé et borné de R. Des axiomatiques
plus générales ont été développées par Wakker (1994) et Chateauneuf (1999).

L’axiome central de ce modele est 'axiome de la chose sire comonotone
dans le risque (voir par exemple Chateauneuf (1999)) :

Axiome 4 Soient P = (21,1} .- T, Pk -, Tns Pn) €6 CQ = (Y1, P15 - Yk» Pk -+ Yns P)
deux éléments de L tels que 1 < ... <axp < ..<zp ety <..<ypr < ..<yn

avec Ty, = Yr, pour un certain ko et soient P' et Q' les loteries obtenues en
remplacant xy, par :U?CO dans les loteries P et Q de telle sorte que xp_q < ;U%O <
Tht1s Yh—1 < l’;fo-S Yk+1- Alors,

PrQ P -qQ

Remarque 7 Dans 'énoncé de 'axiome, la modification des loteries P et
() ne change pas l'ordre de leurs résultats. Les variables aléatoires associées
canoniquement a ces lois (c’est-a-dire X et Y valent respectivement zy, et y

'"Machina (1982a) développe une axiomatique ou il abandonne purement et simplement
l’axiome d’indépendance.
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sur un ensemble Ej de probabilité px, 1 < k < n) restent donc deux & deux
comonotones.

Peut étre la maniére la plus simple de comprendre la signification de
Paxiome 4 est-elle de revenir a I'exemple originel d’ Allais (1953) que nous
avons développé dans le paragraphe 3.4.1, en présentant les loteries dans le
tableau suivant

Probabilités
0,01 0,89 0,1
Iy 1M 1M 1M (2)
Loteries Lo 0 1M oM
L 1M 0 1M
L 0 0 oM

Comme il est aisé de le voir dans le tableau (2), le passage des loteries L; et
Lo aux loteries L] et Lf, implique bien le changement d'une valeur commune,
mais ce changement ne préserve pas le rang de cette conséquence commune
dans les loteries. Plus précisément, la valeur commune de 1 M (avec probabilité
0,89) dans les loteries Lj et Ly correspond & une valeur intermédiaire (ie,
au second rang), tandis que la valeur commune 0 M (avec probabilité 0,89)
dans les loteries L et L} correspond a la plus petite valeur possible (ie, au
premier rang). Le choix (Li, L) ne contredit pas le principe de la chose sire
comonotone dans le risque puisque les loteries comparées ne satisfont pas aux
conditions d’application de cet axiome (elles ne sont pas comonotones).

3.5.2 Représentation des préférences

1l est alors possible de caractériser le comportement d’'un décideur dont les
préférences satisfont & cet axiome (plus un certain nombre d’autres axiomes
que nous ne développons pas ici), par deux fonctions u et ¢, continues et crois-
santes. La fonction u : C — R, définie & une transformation affine croissante
prés, joue le role de la fonction d’utilité dans le certain ; tandis que la fonction
¢ :10,1] — [0,1] satisfaisant & ¢(0) = 0,¢(1) = 1 est unique et joue le role
de la fonction de transformation des probabilités. Un tel décideur préfere la
variable aléatoire X de fonction de répartition F'x a la variable aléatoire Y de
fonction de répartition Fy si et seulement si V(X) > V(Y), ou, lorsque les
variables sont a support fini, la fonctionnelle V' est donnée par :

V(X) = U(«Tl) + QO(Z])Z)[U(QZQ) — u(ml)} 4.+

n

o( Y pi)lul@ssn) = u(zs)] + - + o(Pn) W(@n) = ulzn-1)] (3)
i=j+1
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Cette formulation s’interpréte aisément. Le décideur commence son éva-
luation par l'utilité minimale qu’il est str de recevoir, u(x1), et pondére les
accroissements possibles de son utilité u(x;) — u(z;_1) par sa transformation
(personnelle) ¢(v;) de la probabilité v; d’avoir au moins x; (v; = > pi).
Selon cette interprétation, un décideur ayant une fonction de transformation
telle que ¢(p) < p, sous-estimera tous les accroissements d’utilité qu’il peut
obtenir. V(X)) est alors inférieure a 'espérance d’utilité de X (par rapport a
la mesure de probabilité P). Pour cette raison, nous qualifierons un décideur
tel que ¢(p) < p de pessimiste dans le risque.

Une expression équivalente a (3) s’écrit :

VX) = 30> p) — o0 S pi)uls) + olpn)uen) 4)
j=1  i=j i=j+1

Pour illustrer le calcul de 'utilité dépendante du rang dans un cas simple,
revenons sur notre exemple introductif et supposons que 'agent a une fonc-
tion de transformation des probabilités ¢ et une fonction d’utilité w. L’utilité
associée par exemple a la décision d, d’assurance partielle prend alors la forme
suivante, étant donné que wy — m(a) — L+ oL < wy — w(a) dés que ae < 1 :

Vda) = Viwy—n(a) — L+aL,p;wy—n(a),1 - p)
= w(wg —7m(a) — L+ aL)+ ¢(1 — p)(u(wy — 7(a)) —u(wo — () — L+ aL))
= oI =plu(wo —7(@)) + (1 = (1 = p))u(wo — () = L + al)

Dans le cas général, la fonctionnelle V s’écrit de la maniére suivante'® :

VOO = = [ aldePOr > a) = - [ ule)dol - Fla))
0 .00
= [ e > ) =1d + [Pl > o)

La formulation générale donnée se simplifie dans certains cas particuliers.

— Si la fonction de transformation ¢ est la fonction identité ¢(v) = v, alors
V(X)) est Pespérance d’utilité E[u(X)] de la variable aléatoire. Ainsi, le
modele d’utilité dépendante du rang admet comme cas particulier le
modele d’espérance d’utilité.

— Yaari (1987) a développé indépendamment un modeéle, connu sous le
nom de théorie duale, qui s’avere étre un modele d’utilité dépendante
du rang, dans lequel la fonction u est la fonction identité u(z) = x. Ce
modeéle posséde le méme nombre de “degrés de liberté” que le modéle
de 'espérance d’utilité, tout deux requérant la spécification d’une seule

' Cette fonctionnelle s’avere étre une intégrale de Choquet (Choquet (1954)), c’est-a-dire
une intégration par rapport & une mesure non additive. Pour une interprétation graphique
de cette intégrale, voir Gayant (1998).
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fonction (u dans le modele d’espérance d’utilité, ¢ dans le modele de
Yaari), et pourtant permet de distinguer entre les différentes notions
d’aversion pour le risque, ce que le modéle d’espérance d’utilité ne permet
pas.

— Si A la fois la fonction de transformation et la fonction d’utilité sont la
fonction identité, alors V(X)) est simplement la valeur espérée E[X] de
la variable aléatoire.

3.5.3 Interprétations graphiques

Nous proposons une interprétation graphique simple des courbes d’indif-
férence de la fonctionnelle RDEU dans le cas de deux états de la nature, s1
(probabilité p) et so (probabilité (1 —p)). Notons X = (z1,p; 2,1 —p) et éva-
luons V(X). Si 21 < @9, alors, V(X) = (1—¢(1 —p)lu(z1) + (1 — p)u(zs).
En revanche, si 2o <z, V(X) = ¢(p)u(x1) + (1 — ¢(p))u(xz). Le long d'une
courbe d’indifférence V(X)) = k, le taux marginal de substitution (TMS) prend
une expression différente selon que x1 est plus grand ou plus petit que xo. Si

x1 < o9, le TMS est égal a %Z:g—g alors que si x7 > xo, le TMS est
o(p) w'(z1)

T=o(p) w(za)" Si u est concave, le TMS lorsque x1 < 2o est plus petit

que le TMS lorsque x5 < 1 si et seulement si ¢(p) < p. Ceci est illustré sur le
graphique suivant. Comme on le voit sur le graphique, la courbe d’indifférence

égal &

Fic. 1:
T2
1—p(1—p) v (z;
e(1-p) u'(z2)
©(p) U/ffﬂl]
1—o(p) v/ (z2)

T

présente un coude (“kink”) sur la premiere bissectrice. Cette caractéristique
du modeéle d’'utilité dépendante du rang est celle qui la distingue du modeéle
d’espérance d’utilité et qui permettra des comportements non explicables dans
ce dernier modeéle. Ce coude renvoie a 1'idée que ’aversion pour le risque a un
impact d’ordre 1 dans le modéle d'utilité dépendante du rang alors qu’elle a
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un impact d’ordre 2 dans le modele d’espérance d’utilité (voir Segal et Spivak
(1990) et Langlais (1996)). Cette non-différentiabilité reflete le fait que, loca-
lement (c’est-a-dire pour de petits risques), il n’est pas possible d’approximer
le comportement d’un tel décideur par le comportement d’un décideur neutre
vis-a-vis du risque, comme cela est le cas dans le modéle d’espérance d’utilité.

Dans I'exemple de lassurance, X = dy = (z1,p; 22,1 —p) = (wp — L —
m(a) + aL,p;wy — m(a),1 — p). Le cas &1 > x5 correspond alors a de la sur-
assurance (a > 1), tandis que le cas x7 < xo correspond a de Iassurance
partielle. Les points sur la premiére bissectrice correspondent & de I'assurance
compléte : a = 1.

3.5.4 Diversité des notions d’aversion pour le risque et leur carac-
térisation

Comme Machina (1982a), (1982b) I’avait déja remarqué, ’équivalence entre
aversion faible et aversion forte pour le risque dans le modéle d’espérance d’uti-
lité ne s’étend pas & des modeles plus généraux (voir Cohen (1995)). En effet,
dans le modele d’utilité dépendante du rang, les deux notions d’aversion pour
le risque que nous avons présentées entrainent des conditions différentes sur
les fonctions u et ¢ caractérisant un décideur.

Théoréme 3 (Chew, Karni, et Safra (1987)) Soit un décideur satisfaisant
aux axiomes du modéle d’utilité dépendante du rang et caractérisé par des
fonctions u et ¢ dérivables. Le décideur a de laversion forte pour le risque si
et seulement si @ est convexe et u est concave.

Cette caractérisation élégante de 'aversion forte ne permet toutefois pas
de séparer l'attitude vis-a-vis du risque de celle vis-a-vis de la richesse : un
décideur ayant de I'aversion forte a nécessairement une utilité marginale de la
richesse décroissante (ou constante, voir Yaari (1987)). Etudions maintenant
le cas de I'aversion faible.

Proposition 3 (Quiggin (1982), Yaari (1987), Roell (1987)) Supposons u
dérivable et concave. Alors, le décideur a de 'aversion faible pour le risque si
et seulement si pour tout p € [0,1], p(p) < p.

Ce résultat donne une condition nécessaire et suflisante de ’aversion faible
uniquement si on suppose la concavité de la fonction u. Toutefois, il est
possible de rompre le lien entre aversion pour le risque et utilité marginale
décroissante, mais, dans ce cas, seule une condition suffisante est connue.

Proposition 4 (Chateauneuf et Cohen (1994)) Soit un décideur satisfaisant
aux axtomes du modéle d’utilité dépendante du rang et caractérisé par u et
@ dérivables et telles qu’il existe k > 1 satisfaisant aux deux conditions sui-
vantes :

(1) v(x) < ]{:%Z(y) pour tout 0 <y <x <1

(i4) $(p) < p* pour tout p € [0,1],

alors, ce décideur a de ’aversion faible pour le risque.
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Interprétons cette proposition. Lorsque k = 1, la condition (i) est équi-
valente a la concavité de u. En revanche, si £ > 1, le décideur peut avoir
une fonction u convexe. Plus k est grand, plus la convexité de u est forte.
La proposition s’interpréte alors de la maniére suivante : un décideur ayant de
I’aversion faible peut avoir une fonction u convexe, mais, dans ce cas, son degré
de convexité doit étre “compensé” par un plus grand pessimisme, c’est-a-dire
©(p) de plus en plus petit par rapport a p.

Cette proposition se transpose facilement a un décideur ayant du goit
faible pour le risque. Un décideur ayant du gotit faible pour le risque peut ainsi
avoir une utilité marginale décroissante s’il est suffisamment “optimiste”.

Enfin, I'étude des comportements dans le modeéle d’utilité dépendant du
rang a permis une nouvelle caractérisation de ’accroissement de risque au sens
de la dominance seconde.

Proposition 5 (Yaari (1984), Chateauneuf (1991)) Soient X et'Y deuz va-
riables aléatoires de méme espérance. Y est un étalement & moyenne constante
de X si et seulement si pour toute fonction ¢ croissante conveze de [0, 1] dans

[0,1] telle que (0) =0 et (1) =1

ge.}

el
~ [ wdot = Fe@) 2 - [ wdolt - Fr(a))
J =00 J =00

Cette proposition peut en effet s’interpréter de la maniére suivante : Y est
un étalement a4 moyenne constante (ou constitue un accroissement du risque
au sens de la dominance seconde) de X si et seulement si tous les décideurs
se conformant au modele d’utilité dépendante du rang avec u(x) = = et ¢
convexe préférent X a Y.

Remarque 8 Dés que u est deux fois continuement dérivable et u/(x) # 0,
—u(x)/u'(x) est toujours défini quel que soit x, mais ne représente plus le
coeflicient absolu d’aversion pour le risque.

3.6 Méthodes expérimentales d’évaluation des parameétres d’un
modéle

Quel que soit le modéle de décision utilisé, I’évaluation des parameétres de la
fonction représentant les préférences du décideur revét une grande importance,
par exemple, dans une perspective d’aide a la décision. La démarche a adopter
est la suivante. Il convient tout d’abord de se placer dans le modéle le plus
général possible et de tester le modeéle de décision choisi a I'intérieur de ce cadre
général. Puis, une fois le modeéle le plus adéquat sélectionné, on peut estimer,
pour chaque décideur, les parameétres qui caractérisent son comportement. En
effet, les incohérences dans ’estimation d’un paramétre d’'un modéle révélent
parfois la non-adéquation des comportements & ce modéle. A la suite de Allais
(1953), McCord et de Neufville (1984), cherchant a estimer la fonction d’utilité
d’un décideur dans le modéle d’espérance d’utilité, ont mis en évidence des
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biais systématiques dans leurs estimations (la fonction d’utilité était d’autant
plus concave que la probabilité utilisée pour la construire était grande), qui
les ont conduit & rejeter le modeéle d’espérance d’utilité pour un tel décideur.
Il existe de nombreuses études expérimentales permettant de tester les
modeles de décision les uns par rapport aux autres en tenant compte d’'un
arbitrage entre adéquation et parcimonie et/ou d’estimer, pour chaque déci-
deur, les différentes fonctions qui le caractérisent dans le modele utilisé. Citons
par exemple Kahneman et Tversky (1979), Cohen et Jaffray (1988), Hey et
Orme (1994), Harless et Camerer (1994), Wakker et Deneffe (1996), Abdellaoui
(1995), Abdellaoui et Munier (1998), Wu et Gonzalez (1996), Prelec (1998).

4 Deécision dans ’incertain

Nous nous placons maintenant dans une situation ot le décideur ne connait
pas la loi de probabilité sur ’ensemble .S des états de la nature, ce qui est le cas
dans la plupart des situations économiques. Nous devons désormais travailler
avec |’ensemble X des applications mesurables de (S,.A) dans € muni d’une
relation de préférence notée 7.

L’approche classique, dite bayésienne, consiste a réduire un probléme de
décision dans I'incertain a un probléme de décision dans le risque. Cette ré-
duction est remise en cause par les modéles non additifs.

4.1 Approche bayésienne : le modéle d’espérance subjective
d’utilité

Cette approche est celle de Savage (1954) (voir également Fishburn (1982)).
Outre I'axiome de préordre total, la construction de ce modele repose essen-
tiellement sur I’axiome de la chose stire (“Sure Thing Principle”).

Axiome 5 (Principe de la chose sire) Soit A une partie de S. Soient
X, X', Y etY' des éléments de X vérifiant : Vs € A, X(s) = X'(s), Y(s) =
Y'(s) etVs€ A, X(s) =Y (s), X'(5) =Y'(s) Alors,

XrY<=Xr Y

Intuitivement, cet axiome exprime qu’une modification commune de la
partie commune de deux décisions ne change pas la préférence entre ces deux
décisions. Le théoréme de représentation de Savage s’exprime alors de la ma-
niére suivante. Imposer ’axiome de préordre total, le principe de la chose stire,
plus un certain nombre d’axiomes essentiellement techniques, mais dont la jus-
tification peut reposer sur des hypothéses implicites assez fortes!? (voir Savage
(1954), Fishburn (1982)), implique & la fois

Y9A titre d’exemple, il est supposé que I'utilité ne dépend pas de I’état de la nature, voir
Karni (1996).
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— Dexistence d’une probabilité P (dite subjective) sur (S,.4), définie de
maniére unique,

— Texistence d’une fonction d’utilitée?’

C C R, continue et croissante,

u de 'ensemble des conséquences

— et que la fonctionnelle, U, représentant les préférences, c’est-a-dire telle
que X 7Y < U(X) > U(Y), est donnée par lespérance mathéma-
tique, Fpu(X), pour la probabilité P de I'utilité des résultats.

n
Dans le cas ot S est fini, Epu(X) = > P(s;)u(X(s;)), et lorsque S est
i=1

quelconque, Epu(X) = [4u(X(s))dP(s). Ce modele est dit additif puisqu’il
implique Dexistence d’une mesure “additive” sur les événements. De plus,
comme dans le modeéle d’espérance d’utilité dans le risque, il est qualifié de
modele linéaire, puisqu’il se caractérise par le traitement linéaire des probabi-
lités. Ce résultat est trés puissant : accepter 'axiomatique de Savage supprime
la question du critére de choix dans ’incertain : tout probléme de choix dans
Iincertain se réduit & un probléme de choix dans le risque. Toutefois, aussi bien
pour des raisons théoriques que pour des raisons pratiques (expérimentales et
opérationnelles), ce modeéle Bayésien ne fait pas 'unanimité ; en particulier, il
ne rend pas bien compte de certains comportements réels des individus, comme
nous allons le voir dans la section suivante.

4.2 Problémes soulevés par le modéle d’espérance subjective
d’utilité

Ellsberg, dans un article célebre (Ellsberg (1961)) exhibe, dans des situa-
tions d’incertain, des comportements en contradiction forte avec ce modéle.

4.2.1 Le “paradoxe” d’Ellsberg

Ellsberg propose a des sujets la situation suivante : une urne contient 90
boules, dont 30 sont rouges (R) et dont 60 sont bleues (B) ou jaunes (J), en
proportion inconnue. Il peut donc y avoir de 0 & 60 boules bleues et le com-
plémentaire de boules jaunes. On doit tirer une boule (au hasard) dans I'urne
et on demande aux sujets de choisir entre les deux décisions suivantes : parier
sur (R) (décision dp) ou parier sur (B) (décision da), puis, indépendamment,
de choisir entre les décisions suivantes : parier sur (R U J) (décision d3) ou
parier sur (BU.J) (décision dy). Le tableau suivant donne plus précisément les
résultats de chacune des décisions :

92 . 1, , . N . . N
2073 fonction d’utilité u est définie & une fonction affine croissante pres.
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Rouge Bleue Jaune

dy 100 0 0

dy 0 100 0 (5)
ds 100 0 100

dy 0 100 100

La plupart des sujets font les choix suivants?! : d; = dy et dg > ds. Ces choix
entrainent une violation du principe de la chose stire. En effet, pour un sujet
qui préfere dy a do, changer, pour I’événement (J), leur valeur commune 0
en valeur commune 100 ne devrait pas changer les choix, c¢’est-a-dire devrait
conduire a dg »~ dy4. Les sujets choisissant di > ds et dq > d3 se conduisent donc
en contradiction avec le principe de la chose stire. Il y a aussi contradiction
avec l'existence d’une probabilité subjective : di > dy implique P(R) > P(B),
tandis que dy > d3 implique P(BUJ) > P(RUJ), c’est-a-dire P(B)+ P(J) >
P(R) + P(J), d’ou la contradiction.

Si, dans une situation aussi simple, les sujets se comportent en contradic-
tion avec le modele d’espérance subjective d’utilité, il peut sembler héroique
de croire que les agents, dans des situations économiques complexes, arrivent
a attribuer une probabilité aux événements incertains!

4.2.2 Aversion pour 'ambiguité

Les comportements observés dans I'expérience d’Ellsberg sont facilement
explicables. Dans lexpérience d’Ellsberg, les sujets doivent d’abord choisir
entre (d;) parier sur un événement de probabilité connue égale a 1/3 et (d2)
parier sur un événement de probabilité inconnue comprise entre 0 et 2/3.
Ils doivent ensuite choisir entre (ds) parier sur un événement de probabilité
inconnue comprise entre 1/3 et 1 et (d4) parier sur un événement de probabilité
connue égale a 2/3. Dans les deux cas, ils préferent parier sur I’événement “non
ambigu” (c’est-a-dire de probabilité connue), manifestant ainsi de ’aversion
pour 'ambiguité. Plus généralement, on dira qu'un agent a de ’aversion pour
Uambiguité §'il préfére parier pour un méme montant sur un événement de
probabilité P connue plutét que sur un événement de probabilité inconnue
comprise entre P —ec et P+ ¢ .

Il n’existe pas & ce jour d’autre définition de la notion d’ambiguité, indépen-
dante de tout modéle. On peut toutefois remarquer quun décideur satisfaisant
aux axiomes du modeéle d’espérance subjective d’utilité est indifférent entre les
deux paris décrits ci-dessus et en ce sens il est neutre vis-a-vis de l’ambiguité.
Il n’existe pas de consensus dans la littérature sur la maniére de définir plus

! Cette expérience a été souvent renouvelée, avec des sujets d’horizons trés variés, avec
une trés grande robustesse des résultats. La proportion des sujets faisant ce choix est en
général comprise entre 60% et 70%.
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généralement 'aversion pour l'incertain; la terminologie elle méme n’est pas
encore véritablement fixée et dépend des auteurs et des modeéles qu’ils uti-
lisent. C’est pourquoi nous ne développerons ces notions qu’aprés avoir exposé
les différents modeles utilisés (voir la section 4.3.6).

Ce manque de consensus provient du fait qu’il est difficile de définir la
notion de “plus incertain que”, qui correspondrait a la notion de “plus risqué
que” & moyenne constante, puisque, dans 'incertain, la notion de moyenne n’a
pas de sens.

4.3 Le modéle d’utilité “a la Choquet”

Schmeidler (1989) est a origine?? du modeéle connu maintenant sous le
nom d’utilité a la Choquet (CEU pour Choquet Expected Utility). 1'idée de
base de ce modéle est d’affaiblir le principe de la chose stre de maniére a
pouvoir modéliser les comportements observés dans ’expérience d’Ellsberg.
Cet axiome va étre remplacé par le principe de la chose sire comonotone.

4.3.1 Le principe de la chose sfire comonotone

Le principe de la chose stire comonotone que nous introduisons maintenant
ne s’applique qu’a des actes X et Y comonotones, et qui le restent aprés modi-
fication de la valeur commune, ce qui exclut tout phénomeéne de “couverture” :
il est donc plus faible que le principe de la chose stre de la théorie de Savage.

Axiome 6 Soient (A)7_, une partition de S, X = (x1, A1 ...; g, Ak oo Ty An)
et Y = (y1, A1; s Yk, Ak -3 Yny Apn) deux éléments de X o x1 < ... < x <
Lz ety <<y < ... <y, etz =Yg, pour un certain ky. Soient X'
et Y’ les deux éléments de X obtenus en remplacant cette valeur commune de
X et deY par n’importe quelle autre valeur commune qui garde la mém place
dans les suites croissantes des xy et yi. Alors,

XrY<=Xr Y

Pour saisir la signification de cet axiome, reportons nous a ’expérience
d’Ellsberg (résumée dans le tableau (5)). Nous constatons en effet que les
passages des décisions djet do aux décisions dsz et dq implique le changement
de la valeur commune 0 en 100 si la boule est jaune. Cette valeur commune
était la plus faible dans les décisions diet ds et devient la plus élevée dans les
décisions ds et dy. Le rang de la valeur commune n’est donc pas préservé par
ce changement, et le principe de la chose stire comonotone n’implique aucune
restriction sur les choix possibles dans ce cas précis. Le choix observé (djet
d4), en contradiction avec le principe de la chose sire, est donc compatible
avec le principe de la chose stire comonotone.

*2La premiére version date de 1982.
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4.3.2 La notion de capacité

Avant de donner le théoréme de représentation du modéle d’utilité a la
Choquet, il nous faut définir la notion de capacité. Une capacité v est une
fonction d’ensemble de A dans [0, 1] satisfaisant aux conditions suivantes :
v(0) =0, v(S) =1, et telle que

VA,Be A, AC B=v(A) <v(B)
Une capacité est conveze si, de plus,
v(A)+v(B) <v(AUB)+v(ANB) (6)

La conjuguée T de v est définie par T(A) = 1 — v(A). Le noyau de v, noté
core(v) est défini par :

core(v) = { P probabilité additive sur (S, 4)|VA € A, P(A) >v(A)} (7)

Lorsque la capacité est convexe, son noyau est non vide. Enfin, une mesure
de probabilité est un cas particulier d'une capacité. Son noyau est alors réduit
a un élément, la loi de probabilité elle-méme.

Le noyau représente ’ensemble des lois de probabilité compatibles avec
une information non-probabiliste, du type “la probabilité de ’événement A
est au moins v(A)”. Intuitivement, un décideur trés pessimiste et ne sachant
pas quelle est la vraie loi de probabilité parmi celles appartenant au noyau,
affectera a chaque événement la “croyance” v égale au minimum de toutes les
probabilités de cet événement pour ces lois.

4.3.3 Représentation des préférences et intégrale de Choquet

Le théoréme de représentation s’exprime alors ainsi : imposer certains
axiomes (préordre total, principe de la chose stire comonotone, plus un certain
nombre d’axiomes techniques®?), implique I’existence a la fois d'une capacité
v définie de maniére unique sur (S,.4) et d’'une fonction d'utilité>* « de 1'en-
semble des conséquences C (sous-ensemble de R), continue et croissante telles
que la fonctionnelle V' représentant les préférences dans X soit [%intégrale de
Choquet pour cette capacité v de 'utilité des résultats.

L’écriture et linterprétation de 'intégrale de Choquet sont relativement
simples lorsque les variables considérées sont a support fini, X = (x1, 41;...; T, 4y)
ou les A; forment une partitionde S et 1 < ... <z < ... <2, :

(2

[ = Y ) o h)] O

=1

3 Voir Gilboa (1987), Chew et Wakker (1996), Sarin et Walkker (1992).
24 La fonction d’utilité u est définie & une fonction affine croissante pres.
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ot le symbole Ch signale que I'intégration se fait par rapport & une mesure
non additive. Cette fonctionnelle s’appelle 1'utilité & la Choquet. Lorsque v
est additive v(Uj_;A;) —v(Uj_; 1 A;j) = v(A;) et on reconnait l'espérance de
Putilité de X.

L’expression (8) peut aussi se réécrire :

n

ur) + Y [u(er) — w(@ion)]o(Uj—i45)

=2

Sous cette forme, une interprétation de la formule est que le décideur calcule
l'utilité a la Choquet en prenant la valeur minimale u(x;) et en y ajoutant les
incréments d’utilité (u(x;) —u(x;_1)) pondérés par la croyance (subjective) de
leur occurence v(U7_;A;).

Pour illustrer le calcul de I'utilité a la Choquet dans un cas simple, repre-
nons notre exemple introductif et supposons que I’agent a une fonction d’utilité
w et une capacité v qui mesure ses croyances, avec v(s1) + v(s2) < 1. Cette
condition révele de I’“aversion pour lincertitude” (voir paragraphe 4.3.6).
L’utilité associée par exemple & la décision d, d’assurance partielle prend alors
la forme suivante, étant donné que wo — 7(a) — L + aL < wg — w(a) dés que
a<l:

V(dy) = w(wg—m(a)— L+ aL)+v(s)(u(wy — () — u(wy — () — L + aL))
= v(s1)u(wo — m(a)) + (1 — v(s1))u(wg — m(a) — L + aL)

Dans le cas infini, 'intégrale de Choquet est définie par :

00

. .0
V(X):‘/Chu(X)dv: / wu(X) > 1) —1]dt + / o(u(X) > t)dt

J—o0 JO

Exemple 1 Soit S = {s1,s2} et la capacité v définie sur 25, Considérons les
deuz actes suivants : H = (10,s1; —100,s2) et B = (10 —&,81;10 — &, 82) et
supposons u linéaire. L’intégrale de Choquet de h par rapport & la capacité v est
donnée par V(H) = —100+ (100+10)v(s1) = —100(1 —v(s1)) +10v(s1). L’in-
tégrale de Choquet d’un acte constant étant égale o cette constante, V(B) =
10 —e.

Remarque 9 1l est possible de démontrer que, lorsque la capacité v est
convexe, 'inégalité suivante est vraie pour tout X € X :

Xdv < — / (—X)dv 9)
JCh JCh

Cette inégalité souligne que l'intégrale de Choquet n’est pas un opéra-
teur linéaire (voir la section 5.2 pour une interprétation économique de cette
inégalité).
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4.3.4 Modéle d’utilité dépendante du rang et modéle d’utilité a la
Choquet

Les expressions (3) du modele d'utilité dépendante du rang et (8) du
modele d’utilité a la Choquet sont trés proches. On peut montrer que :

1. formellement, dans 'expression (3), o P est une capacité et la fonction-
nelle RDEU est une intégrale de Choquet par rapport & cette capacité.
On comprend mieux alors que Uinterprétation que nous donnons ici de
Iutilité & la Choquet soit identique a celle développée pour le modéle
d’utilité dépendante du rang;

2. inversement, si dans le modéle d’utilité a la Choquet, il existe une pro-
babilité objective P sur (S, .A) et si les préférences respectent un axiome
de dominance stochastique d’ordre un??, alors il existe une loi de proba-
bilité P telle que la capacité v peut s’écrire v = @ o P, oll ¢ est unique.
Dans ce cas, v est convexe si et seulement si ¢ est convexe (voir Wakker

(1990D)).

4.3.5 Le modéle de Schmeidler

Lorsque nous nous plagons dans un cadre a la Anscombe et Aumann (1963),
c’est-a-dire dans un cadre ol I’ensemble des conséquences est un ensemble £q
de lois & support fini sur un sous-ensemble de R, I'axiome central de cette théo-
rie prend une forme beaucoup plus intuitive. C’est pourquoi nous revenons ici
a Darticle pionnier de Schmeidler (1989) qui utilise ce cadre. La structure ainsi
imposée simplifie un peu 'axiomatique. Le mixage des lois ayant maintenant
un sens, on peut ainsi remplacer le principe de la chose stire comonotone par
I'axiome d’indépendance comonotone, restriction de ’axiome d’indépendance
aux variables aléatoires deux & deux comonotones :

Axiome 7 (Indépendance comonotone)Pour tout X,Y, 7 de §o, deuzr &
deuz comonotones et a € [0,1] 20

XroY=aXd(l-a)ZaYD(l-—a)Z

Schmeidler dérive alors un théoréme de représentation aboutissant égale-
ment a 'utilité a la Choquet. Toutefois, dans ce cas, les conséquences sont des
lois & support fini et non pas des nombres réels, ce qui rend 'interprétation de
I'intégrale de Choquet un peu plus délicate.

ZPour tout A € A, définissant X4 par Xa(s) = 1si s € A, Xa(s) = 0 sinon, cet axiome
s’énonce de la maniére suivante : si P(A) > P(B) alors X4 7= X5.

MaX @ (1—a)Z est I’élément de Fo défini par : pour tout s € S, aX(s) ® (1 — a)Z(s) est
le a-mixage des deux lois X(s) et Z(s).
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4.3.6 Pessimisme, aversion pour l’incertain et aversion pour ’am-
biguité

Comme nous ’avons mentionné dans le paragraphe 4.2.2, le probléme de la
définition de 'aversion pour l'incertain reste entier, la terminologie elle-méme
n’étant d’ailleurs pas fixée. C’est pourquoi nous ne faisons que donner ici des
définitions telles qu’elles ont été proposées dans le cadre de différents modéles.

— Une premiére définition de I’aversion pour lincertain, proposée par Schmeid-
ler (1989), est la convexité des préférences. La convexité des préférences
est définie par : pour tout X,Y a valeur dans Lo, et « € [0,1] X ~Y =
aX ® (1 —a)Y z Y. L'intuition derriére cette définition de laversion
pour l'incertain est que le décideur préfere “lisser” sa distribution de ri-
chesse. Cet axiome peut se concevoir comme exprimant de la préférence
pour la diversification : mixer deux décisions incertaines, indifférentes
entre elles, réduit “’ambiguité” qui leur est attachée et est donc préféré
par le décideur. Schmeidler (1989) démontre alors que, dans son modéle,
lorsque w est linéaire, 'aversion pour l'incertitude est équivalente a la
convexité de la capacité.

— Wakker (1990a) part du modele de Schmeidler (1989) et définit la no-
tion d’indépendance pessimiste®” et I'axiome du méme nom : Pour tout
X,Y,Z de Fo, tels que Y et Z sont comonotones et a € [0, 1]

XZoY=aXd(l-a)Z oY ®(1—-—a)Z

I’intuition sous-jacente est la suivante : les décisions Y et Z étant co-
monotones, elles ne peuvent pas étre utilisées & des fins de couverture
I'une contre 'autre. En revanche, X et Z ne sont pas nécessairement
comonotones (comme elles 'étaient dans 'axiome d’indépendance co-
monotone), et peuvent donc étre utilisées & des fins de couverture. Ainsi,
la réduction de I'incertitude par le phénoméne de couverture conduit un
pessimiste & “surévaluer” la décision combinant X et Z par rapport a
celle combinant Y et Z. En adoptant cet axiome et dans le cadre du
modele d’utilité a la Choquet, Wakker (1990a) retrouve le résultat de
Schmeidler (1989) et montre quun décideur ayant une fonction d’utilité
w linéaire est pessimiste (c’est-a-dire satisfait en plus a 'axiome d’indé-
pendance pessimiste) si et seulement si il a une capacité v convexe.

— En se plagant d’emblée dans le modéle d’utilité a la Choquet, Montesano
et Giovannoni (1996) définissent deux notions d’aversion pour l'incerti-
tude. Dans ce cadre, un décideur caractérisé par u et v, a de ["aversion
pour 'incertitude §’il existe une loi de probabilité P telle que pour toute
décision X € X, [, w(X)dv < Epu(X). Ils démontrent que cette notion
d’aversion pour l'incertitude est équivalente au fait que la capacité a un

27 . . 4 . . .
' Traduction littérale de pessimism-independence.
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noyau non vide. La seconde notion qu’ils définissent est celle d’aversion
pour un accroissement de 'incertitude. Cette notion est équivalente & la
convexité de la capacité.

Chateauneuf et Tallon (1998) définissent plusieurs notions de préférence
pour la diversification (voir également Dekel (1989)). La premicre s’avére
étre équivalente & la convexité des préférences. Ils montrent que cette no-
tion de préférence pour la diversification est équivalente, pour un déci-
deur & la Choquet, a la convexité de v et a la concavité de u, généralisant
en cela le résultat de Schmeidler (1989). La seconde notion est celle de
préférence pour la diversification certaine : si une combinaison d’actes,
indifférents entre eux, donne un acte certain, alors cet acte certain est
préféré A tous les actes initiaux. Ils montrent que cette notion implique,
dans le modeéle d’utilité a4 la Choquet, la non-vacuité du noyau de la
capacité, et que la réciproque est vraie lorsque u est concave.

Ghirardato et Marinacci (1997) proposent une définition de I’aversion
pour I'ambiguité pour un décideur ayant une fonctionnelle de préférences
d’un type donné, V. Leur définition se fait en deux temps. Ils donnent
d’abord la définition suivante : un décideur 1 a plus d’aversion pour
Uambiguité quun décideur 2, si V1(X) < Vo(X) pour tout X € X ou
V; représente les préférences du décideur 7. Dans une deuxiéme étape,
un décideur est supposé avoir de ['aversion pour 'ambiguité s’il existe
un décideur satisfaisant aux axiomes du modéle d’espérance d’utilité qui
a moins d’aversion pour ’ambiguité que 1ui?®. Ils montrent alors qu'un
décideur a la Choquet a de 'aversion pour ’ambiguité si et seulement si
le noyau de sa capacité est non vide.

7 définit la relation qu’il appelle plus d’aversion pour Uincertain que de
la méme maniére que Ghirardato et Marinacci (1997) définissent “plus
d’aversion pour I'ambiguité que”. En revanche, il dit qu'un décideur a
de l"aversion pour l'incertain s'il existe un décideur “probabilistiquement
., 2929 ; N . PR 5 .
sophistiqueé” =’ (c’est-a-dire dont le comportement révele qu’il assigne une
unique loi de probabilité aux événements) qui ait moins d’aversion pour
I'incertitude que lui.

On peut aussi trouver dans la littérature les définitions d’autres notions :
de pessimisme (Arrow et Hurwicz (1972), Cohen, Jaffray, et Said (1987)),
d’aversion pour Uincertain (Chateauneuf (1994)), d’aversion pour l'am-
biguité (Fishburn (1993)), ou encore de préférence pour la “randomisa-
tion” (Eichberger et Kelsey (1996)).

2 Pour une définition plus rigoureuse, nous renvoyons le lecteur a Ghirardato et Marinacci
(1997).

29 Nous traduisons ainsi littéralement le terme de probabilistically sophisticated du & Ma-
china et Schmeidler (1992). Ce terme est utilisé pour un décideur qui assigne des probabilités
objectives ou subjectives & tous les événements, mais qui ne les traite pas nécessairement de
maniére linéaire. Par exemple, des décideurs satisfaisant aux axiomes du modele d’espérance
d’utilité ou d’utilité dépendante du rang sont probabilistically sophisticated.
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Remarque 10 1l est intéressant de remarquer que les contributions mention-
nées ci-dessus different aussi par leur traitement de ’aversion pour le risque.
Ainsi, les définitions reposant sur la convexité des préférences (Schmeidler
(1989), Chateauneuf et Tallon (1998)) capturent une aversion “globale” vis-
a-vis de l'incertitude qu’elle soit probabilisée ou non. En revanche, pour Ghi-
rardato et Marinacci (1997) la fonction u capture I'aversion pour le risque,
tandis que la capacité v capture 'aversion pour 'ambiguité. Ils peuvent ainsi
modéliser un décideur qui serait neutre vis-a-vis du risque (u linéaire) mais
qui aurait de I’aversion pour 'ambiguité (noyau non vide). Cohen, Jaffray, et
Said (1987) ont vérifié a 'aide de tests expérimentaux I'indépendance de I'at-
titude des sujets vis-a-vis du risque et de leur attitude vis-a-vis de 'ambiguité.
En particulier, un décideur peut & la fois avoir du gott pour le risque et du
pessimisme (ou l’aversion pour 'ambiguité).

4.4 Le modéle multi-prior

Nous abordons maintenant le modeéle “max-min” de Gilboa et Schmeidler
(1989). Dans ce modele, les agents ont un ensemble de lois de probabilité a
priori (et non une seule comme dans le cadre Bayésien) et utilisent le critére
de maximin pour évaluer les décisions par rapport a cet ensemble de croyances
initiales (multiple priors).

4.4.1 L’axiomatique du modéle

Gilboa et Schmeidler (1989) se placent dans un cadre a la Anscombe et
Aumann (1963), ou l'ensemble des conséquences est un ensemble de lois a
support fini. L’axiomatique est alors trés simple et repose essentiellement sur
les deux axiomes suivants. Le premier est 'axiome d’indépendance certaine :

Axiome 8 Pour tout X,Y de Fo et Z décision constante de Fo, pour tout
a €]0,1]
X>Y=aXd(l-a)Z>aYD(l-—a)Z

Cet axiome est plus faible que I'axiome d’indépendance habituel en ce qu’il
ne s’applique que lorsqu’on rajoute une “conséquence commune” qui est un
acte constant. Cet axiome est impliqué par I’axiome d’indépendance comono-
tone (axiome 7). Le second axiome est celui d’aversion pour lincertitude déja
rencontré dans le modele de Schmeidler (1989) :

Axiome 9 Pour tout X,Y de o et a €]0,1]
X~nY=aXd(1l-a)Y =X

Proposition 6 (Gilboa et Schmeidler (1989)) Sous l'axiome de préordre total
(axiome 1), un aziome de monotonie, un axiome de continuité et les axiomes
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8 et 9, il existe un ensemble de mesure de probabilité P, fermé et convexe, et
une fonction d’utilité v : Lo — R tels que :

X 7Y <= min / u(X)dP > min / w(Y)dP
Pep Pep
La fonction u est unique & une transformation affine prés, tandis que 'en-
semble P est unique sous un azxiome supplémentaire de non-trivialité.

L’interprétation de cette représentation est particuliérement simple. Le
décideur agit comme s’il avait un ensemble de croyances a priori (au lieu d’une
seule comme dans le modele d’espérance d’utilité). Pour évaluer 1'utilité d’un
acte, il calcule 'espérance de l'utilité de cet acte pour toutes les probabilités
qu’il consideére, et en prend le minimum. Cette derniére opération correspond
bien & une idée de pessimisme ou d’aversion pour l'incertitude. Remarquons
que par construction, ce modéle ne peut rendre compte que de comportements
pessimistes et pas de comportements “optimistes” ou mixtes.

4.4.2 Modéle multi-prior et modéle d’utilité a la Choquet

Le modéle multi-prior est étroitement relié au modeéle d’utilité a la Cho-
quet. Gréace & ce modele, il est possible d’interpréter la capacité de Choquet
en termes de croyance. En effet, Schmeidler (1986) a démontré I’équivalence
suivante :

v est convexe <— { core(v) ng ot

Jon w(X)dv = minpecopeyy [ u(X)dP pour tout X € X

Lorsque la capacité du décideur est convexe, celui-ci se comporte comme un
décideur a la multi-prior dont 'ensemble de mesure de probabilité est donné
par le noyau de la capacité. Le modéle multi-prior permet de donner un fon-
dement “objectif” a la capacité (subjective) du modele d’utilité a la Choquet ;
capacité qui représente alors I’enveloppe inférieure de la famille de mesures
de probabilité du modele multi-prior. Toutefois, il convient de noter que tout
ensemble fermé et convexe de lois de probabilité n’est pas nécessairement le
noyau d’une capacité convexe, et donc que le modéle multi-prior n’est pas un
cas particulier du cas d’utilité a la Choquet avec capacité convexe. Par ailleurs,
les comportements décrits par une intégrale de Choquet par rapport a une ca-
pacité non convexe ne peuvent pas étre décrits dans le modéle multi-prior.

Remarque 11 Le comportement d’un décideur de type multi-prior peut sem-
bler excessivement pessimiste. Jaffray et Philippe (1997) ont montré qu’il était
possible d’écrire 'intégrale de Choquet par rapport & une capacité v quel-
conque comme étant une combinaison linéaire de deux termes, I'un étant un
minimum d’espérance d’utilité par rapport & une famille de lois de proba-
bilité (comme dans le modele multi-prior), Pautre en étant le maximum, la
pondération entre les deux représentant un indice de pessimisme.
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4.5 Quelques observations complémentaires
4.5.1 Information subjective versus information objective

Les modéles de décision dans l'incertain que nous avons exposés jusqu’a
présent sont tous subjectifs, en ce sens que 'information sur les événements,
qu’elle soit de type probabiliste ou non, est révélée par les choix des déci-
deurs®’. Dans cette lignée, Epstein et Zhang (1998) donnent une maniére axio-
matique de discriminer entre les événements “non-ambigus”, c’est-a-dire sur
lesquels le décideur a une distribution de probabilité, et les événements “ambi-
gus”, non-probabilisables. Klibanoff (1998) quant & lui donne des axiomes de
comportement qui réveélent que ’espace des états de la nature est le produit
d’un espace probabilisé et d’un espace non-probabilisé.

Un autre type de modélisation est d’utiliser directement I'information ob-
jective dont pourrait disposer le décideur. Sans chercher a étre exhaustif, nous

donnons maintenant quelques exemples de ce type de modéles.

— Il est un cas extréme d’incertitude, qualifié d’incertain total, qui se carac-
térise par ’absence de toute information sur les événements pouvant se
produire et qui se traduit par un traitement symétrique des événements
d’une partition. Les critéres de choix dans l'incertain total, dans le mo-
dele classique de Arrow et Hurwicz (1972), s’expriment trés simplement :
ils ne dépendent que des valeurs minimum et maximum des résultats des
décisions. Ils ont le défaut d’attribuer, dans certains cas, un effet nul a
la dominance c’est-a-dire de juger équivalents deux actes dont I'un au-
rait un résultat strictement meilleur pour au moins un événement et un
résultat aussi bon ailleurs. Cohen et Jaffray (1980) proposent une axio-
matique qui remédie a ce probléme. La comparaison de deux décisions se
fait alors sur la base des valeurs extrémes des résultats, et, en cas d’in-
différence, repose sur une notion de dominance. Sous les axiomes qu’ils

imposent la relation d’indifférence peut ne pas étre pas transitive3!.

— Jaffray ((1989a) et (1989b)) construit un modele de comportement lorsque
Iinformation objective est du type suivant : pour chaque événement on
connait un intervalle dans lequel peut se trouver sa probabilité comprise
entre deux valeurs (on patlera de probabilité imprécise dans ce cas)2. Le
critere qu'il dérive alors est trés général®. 11 utilise a la fois un indice de
pessimisme/optimisme et un indice d’aversion pour le risque. Ce modéle
admet pour cas particuliers le critére d’espérance d’utilité lorsque I'infor-
mation est précise, c¢’est-a-dire lorsqu’on est dans le risque, et le critére

30En particulier, les croyances de deux décideurs différents peuvent étre radicalement dif-
férentes.

31 La relation stricte associée, elle, I'est toujours.

32 Ce type d’information peut notamment étre générée par I’exploitation d’enquétes incom-
pletes ou comprenant des données manquantes.

3 Ghirardato (1994b) retrouve un critére similaire au moyen d’une axiomatique différente.
Voir également Hendon, Jacobsen, Sloth, et Tranaes (1994).
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d’Arrow et Hurwicz (1972) dans le cas ou U'intervalle de probabilité est
[0, 1], c’est-a~dire lorsqu’on est dans 'incertain total.

4.5.2 Cohérence dynamique

Nous nous sommes jusqu’a présent concentrés exclusivement sur des mo-
déles de décision statique. Dans un contexte dynamique, une nouvelle infor-
mation sur l’état de la nature est révélée au cours du temps, et le décideur
a alors la possibilité d’ajuster sa décision en fonction de 'information recue.
Le modele d’espérance d’utilité posséde la propriété remarquable de cohérence
dynamique. Cette propriété peut s’exprimer de la maniére suivante : un déci-
deur, placé dans une situation de choix dynamique, élabore des plans sur sa
séquence de choix et se tient & ses plans au fur et & mesure qu’il recoit de
I'information.

Autrement dit, il réalise ses intentions. On peut démontrer® que toute
violation de I'axiome d’indépendance conduit & une violation de la cohérence
dynamique. Lorsque l'on affaiblit 'axiome d’indépendance, les problémes de
cohérence dynamique et les solutions apportées ont fait I'objet de recherches
trop nombreuses pour pouvoir étre discutées ici. (Voir par exemple McClennen
(1988), Machina (1989), Karni et Safra (1990) Karni et Schmeidler (1991a),
Epstein et LeBreton (1993), Border et Segal (1994), Vergnaud (1994), Jaffray
(1998)).

Ces probléemes sont également liés aux problémes de valeur de I'informa-
tion, de révision des croyances et de Dutch book (voir par exemple Wakker
(1988), Kelsey (1995), Dow et Werlang (1994a), Jaffray (1992), Chassagnon
et Vergnaud (1999)).

5 Applications

Les applications économiques des modeéles de décision exposés ci-dessus
sont trop nombreuses et diverses pour pouvoir étre toutes évoquées ici. Sans
vouloir étre exhaustifs, nous avons cependant cherché & donner suffisamment
de références a cette littérature naissante. Dans les exemples choisis, on trou-
vera aussi bien des résultats qui se révelent robustes quel que soit le modéle
de représentation des préférences adopté, que des résultats qui s’expliquent &
I’aide des modeéles non additifs et non dans le modéle d’espérance d’utilité

5.1 Notions d’accroissements de risque

Nous avons vu que le modeéle d’utilité dépendante du rang avait, entre
autre, suscité un intérét nouveau pour les notions d’accroissements de risque.
Une conséquence de cet intérét a été la démonstration dans des cadres de plus

#8ous des hypotheses de séparabilité (ou conséquentialisme, Hammond (1988) et (1989))
et de réduction des loteries composées.
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en plus généraux de résultats que I'on savait valables dans le cadre restrictif de
I’espérance d’utilité. Pour illustrer ceci, prenons le cas du contrat d’assurance
optimal. Arrow (1965) a démontré dans le modele d’espérance d’utilité que,
pour une prime donnée, le contrat optimal, pour un agent ayant de ’aversion
pour le risque, est un contrat de pleine assurance au-deld d’une franchise.
Gollier et Schlesinger (1996) ont généralisé ce résultat en montrant que ce
résultat demeurait valable quel que soit le modéle utilisé, lorsque 'agent a de
Paversion forte pour le risque. Allant plus loin encore, Vergnaud (1997) montre
qu’une notion plus faible d’aversion pour le risque est en fait suffisante pour
obtenir ce résultat.

La réflexion sur les différentes notions d’aversion pour le risque a également
permis des avancées dans d’autres domaines de 'analyse économique, comme
la mesure des inégalités. En effet, il existe des analogies entre une distribution
de probabilité et une distribution de revenus, entre un accroissement de risque
et un accroissement des inégalités, et enfin entre une évaluation d’une distri-
bution de probabilité et une fonction de bien-étre social. Il est alors clair que
tous les modeéles généralisant 'espérance d’utilité ont leur pendant en théorie
du choix social. Par exemple, les différentes notions d’aversion pour le risque
trouvent une contrepartie dans des notions d’aversion pour les inégalités, pou-
vant différer de l'ordre de Lorenz habituellement considéré. Les contributions
de Yaari (1988), Ebert (1988), Ben Porath et Gilboa (1994), Chateauneuf
(1996) par exemple sont directement issues de 1’étude des modeles générali-
sant celui d’espérance d’utilité (pour un exposé de cette littérature, voir Gajdos
(1999) et Cowell (1998)).

5.2 Prix d’actif

Certains résultats contre-intuitifs du modéle d’espérance d’utilité ont pu
étre expliqués grace a 'apport des modeéles d’utilité dépendante du rang et
d’utilité a la Choquet. Nous exposons ici certains résultats qui ont en commun
de reposer sur l'utilisation du “coude” introduit sur la premiére bissectrice
des courbes d’indifférence dans les modeéles d’utilité dépendante du rang ou
d’utilité a la Choquet (voir le graphique 2). Une premiére contribution est celle
de Dow et Werlang (1992b). Ces auteurs considérent le probléme suivant. Soit
un actif X dont le paiement est incertain, et qui peut rapporter un montant
élevé T dans I'état s; ou faible z dans I'état so (avec T > z).

Arrow (1965) a démontré que, dans le modéle d’espérance d’utilité, il
n’existe qu’un seul prix auquel un agent décide de ne pas vendre ou ache-
ter cet actif. Dow et Werlang (1992b) pour leur part mettent en cause ce
résultat dans le modele d’utilité a la Choquet, en montrant qu’il existe tout
un intervalle de prix tel que ’agent ne désire détenir aucune position dans cet
actif, c’est-a-dire ne désire ni 'acheter ni le vendre.

L’intuition d’un tel résultat est simple et repose sur 'inégalité ]Ch Xdv <
0 < — Jon(=X)dv (voir remarque 9). Considérons en effet un agent, caractérisé
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par une fonction d’utilité dans le certain u(x) = x et une capacité v telle que
v(s1) + v(s2) < 1, et ayant une richesse donnée (non aléatoire) qui envisage
d’acheter ou de vendre I’actif incertain X. Quel est le gain espéré a acheter
Pactif? Un calcul simple montre que ce gain espéré (au sens de Choquet) est
égal & z + v(s1)(T— z) = v(s1)T + (1 — v(s1))z. Vendre actif correspond
a lopération acheter D'actif rapportant —% dans 1’état s; et —z dans 1’état
s9. En remarquant que —% < —z, le gain espéré d’une telle vente est égal a
T+ v(s2)(—z — (=7)) = —((1 — v(s2))T + wv(s2)z). Ainsi, pour que I’agent
souhaite acheter 1’actif, son prix doit étre inférieur & p = v(s1)T+ (1 —v(s1))z,
tandis qu’il ne désire vendre 'actif que si le prix est supérieur 4 p = (1 —
v(s2))T+ v(s2)z. Un calcul simple montre que p < P dés lors que v(s1)+v(s2) <
1. Ainsi, le statu quo est préféré a la fois a la vente et a I'achat de Dactif.
Graphiquement, représentons cette situation dans le plan (1, x2) ot 7 est
la consommation de ’agent dans ’état s1 et a2 celle dans I’état so. La position
initiale de 'agent est certaine et se situe donc sur la premiére bissectrice, en
un coude de 'une de ses courbes d’indifférence. Si 'on trace alors la droite
budgétaire de cet agent, on voit que le point de dotation initiale est la solution
du probléme d’optimisation pour tout un intervalle de prix (correspondant
aux pentes des droites budgétaires possibles), comme lillustre le graphique
2. L’intuition derriére ce graphique se retrouve dans une série d’articles qui

Fig. 2:

T

T

analysent des modeéles de prix d’actifs dans lesquels les agents satisfont aux
axiomes du modele d’utilité dépendante du rang (et ont de I’aversion pour le
risque de premier ordre au sens de Segal et Spivak (1990)) ou d’utilité a la
Choquet (voir Dow et Werlang (1992a), Dana (1998), Tallon (1997b), Epstein
et Wang (1994)). Ces modeles exhibent une indétermination possible des prix
d’actifs, et contribuent a expliquer la volatilité excessive du prix des actifs que

38



I’on observe sur les marchés.

Chateauneuf, Kast, et Lapied (1996) et Kast et Lapied (1995) utilisent
Iintégrale de Choquet dans un but d’évaluation du prix d’actifs financiers
par arbitrage, cette méthode complétant la méthode d’évaluation linéaire ha-
bituelle. Bouyssou et Lefoll (1997) pour leur part retrouvent des conclusions
similaires a celle du modele d’évaluation des actifs financiers (MEDAF) lorsque
les agents ont de ’aversion forte pour le risque mais ne se conforment pas né-
cessairement au modeéle d’espérance d’utilité.

L’intuition développée dans le modele de Dow et Werlang (1992b) aide
également & comprendre certains résultats obtenus dans des modeéles d’assu-
rance avec des agents dont les préférences sont représentables par une fonction
d’utilité dépendante du rang, par exemple que les agents peuvent désirer s’as-
surer pleinement méme si la prime qu’ils doivent payer n’est pas actuarielle

(Karni (1992), Doherty et Eeckhoudt (1995), Dupuis et Langlais (1997)).

5.3 Partage du risque

Les problémes de partage du risque ont été étendus a des modéles plus
généraux que le modéle d’espérance d’utilité. Le résultat classique de partage
du risque lorsque les agents se conforment au modeéle de I'espérance d’utilité
et sont adversaires du risque, est que les allocations Pareto optimales sont
comonotones, vérifiant ainsi un principe de mutualité (voir Borch (1962)).

Dans le risque, Landsberger et Meilijson (1994) généralisent ce résultat et
montrent, indépendamment de tout modeéle de représentation des préférences,
que si tous les agents ont de I’aversion forte pour le risque, alors les allocations
Pareto optimales sont comonotones.

Dans un environnement incertain, Chateauneuf, Dana, et Tallon (1997)
étudient le partage optimal du risque dans une économie ot les agents maxi-
misent une utilité & la Choquet avec une méme capacité convexe et montrent
que les allocations optimales sont dans ce cas comonotones. Ainsi, le principe
de mutualité est également vérifié dans ce type d’économie. Le graphique 3
illustre cette propriété dans un cadre avec deux agents (1 et 2) et deux états
de la nature (s7 et sg). Sur ce graphique, z(s) représente la consommation
de 'agent h dans I’état s. La situation représentée est une situation dans la-
quelle les dotations de bien sont supérieures dans 1’état so. La courbe en gras
représente I’ensemble des optima de Pareto, tandis que les demi-tangentes re-
présentent les “taux marginaux de substitution” des agents le long de la droite
de certitude (c’est-a-dire la premiére bissectrice, ol la consommation dans les
deux états est la méme).

La courbe des optima de Pareto se situe dans la zone de comonotonie, a
savoir la zone dans laquelle les consommations des agents sont ordonnées de
la méme maniére que les dotations agrégées (les agents consomment tous les
deux plus dans I’état s9 ou il y a plus de ressources).
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Dans un environnement sans risque agrégé (les dotations agrégées sont
les mémes dans tous les états), Tallon (1997a) et (1998b) montre que les al-
locations Pareto optimales sont les allocations d’assurance parfaite (chaque
agent ayant la méme consommation dans chaque état) lorsque Uintersection des
noyaux des différentes capacités (supposées convexes) des agents est non-vide.
Billot, Chateauneuf, Gilboa, et Tallon (1998) se placent dans le modele multi-
prior et montrent, dans un cadre similaire (c’est-a-dire sans risque agrégé),
que les allocations Pareto optimales sont les allocations de pleine assurance
si et seulement si les ensembles de croyances des agents ont une intersection
non-vide. Ainsi, 'existence d’une croyance commune est nécessaire et suffi-
sante pour que les agents ne parient pas & 'optimum. En d’autres termes, les
situations Pareto optimales sont celles pour lesquelles aucune source d’aléa
supplémentaire (tel que des paris) n’est introduite.

Ce résultat généralise ainsi le résultat classique en espérance d’utilité se-
lon lequel les allocations de pleine assurance sont Pareto optimales si et si
seulement si les agents ont mémes croyances.

En revanche, Mukerji et Tallon (1999) montrent que le partage du risque a
I’équilibre peut étre sensiblement modifié selon que les préférences des agents
sont représentées par une espérance d’utilité ou par une utilité a la Choquet.
Plus précisément, ils développent un modeéle dans lequel le partage du risque
doit s’opérer par des échanges d’actifs, dont les paiements ont une compo-
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sante idiosyncratique, non corrélée au risque réel a partager. Si les croyances
des agents sur cette composante idiosyncratique sont représentables par une
probabilité, alors un argument usuel de diversification implique que ’équilibre
obtenu est Pareto optimal et correspond & I’équilibre de marchés complets.
En revanche, §’il existe une ambiguité sur cette composante et que les agents
ont une capacité (strictement) convexe, il peut se trouver que I’équilibre soit
caractérisé par une absence totale d’échange d’actifs et donc par un partage
du risque sous-optimal.

5.4 Asymétries d’information

Nous considérons maintenant 'application des modeéles non additifs en
présence d’asymétrie d’information. Ghirardato (1994a) reconsidere ainsi le
modele usuel principal-agent en présence d’aléa moral et montre que exis-
tence d’une solution n’est pas affectée lorsque les agents se conforment au
modele d’utilité & la Choquet. Il développe ensuite des exercices de statique
comparative en faisant varier le “degré de non-additivité” de la capacité.

Mukerji (1998) pour sa part reconsidére le modéle de I’investment hold up3®
avec aléa moral, lorsque les croyances de 'investisseur sont non additives. Il
montre que, contrairement au résultat obtenu en espérance d’utilité, ott un
contrat incomplet n’est jamais optimal, 'aversion pour 'ambiguité peut jus-
tifier que le contrat passé entre l'investisseur et ’entrepreneur soit un contrat
incomplet.

Le modele d’utilité dépendante du rang, en mettant 'accent sur le fait
que les agents peuvent transformer une loi de probabilité objective de maniére
différente a également conduit certains auteurs a réévaluer les résultats stan-
dards du partage de risque en présence d’anti-sélection ou d’aléa moral. Fn
effet, ces résultats sont obtenus dans le cas ol & la fois ’agent et le principal se
conforment au modéle d’espérance d’utilité et ont des croyances identiques. Je-
leva et Villeneuve (1996), Langlais (1998) justifient 1'étude de modeles d’anti-
sélection dans lesquels les agents n’ont pas les mémes croyances précisément
par des fonctions de transformation de probabilité différentes (voir Schmidt
(1998) pour le cas du risque moral). Les résultats obtenus, a la fois quant a la
forme du contrat optimal et quant au type d’équilibre (mélangeant ou non),
différent sensiblement du cas usuel.

De maniére plus abstraite, Halevy (1998) et Ma (1998) étudient la robus-
tesse du no-trade theorem, démontré par Milgrom et Stokey (1982) dans le
cadre du modele d’espérance d’utilité, lorsque cette derniére hypothése est le-
vée. Dans une économie d’échange dans laquelle 'information est asymétrique,
ce théoréme établit le principe suivant. Soit une allocation initiale, ex-ante Pa-
reto optimale. Imaginons que les agents recoivent, de maniére individuelle, une
information privée (un signal) sur I’état du monde réalisé. Alors, si la structure
du modéle et la rationalité des agents sont connaissance commune, 1’allocation

¥ Voir par exemple Tirole (1988).
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initiale reste interim Pareto optimale, c’est-a-dire qu’il n’existe pas d’échanges
mutuellement bénéfiques pour tous les agents, une fois 'information révélée.
Halevy (1998) et Ma (1998) ont montré que le principe de la chose stire n’était
pas nécessaire pour démontrer ce théoréme dans un cadre plus général, mais
que, en revanche, la cohérence dynamique est essentielle.

Enfin, dans un modeéle d’équilibre général avec information asymétrique,
Tallon (1998a) montre a l’aide d’un exemple que la révélation de l'informa-
tion privée par le systéme de prix d’équilibre ne conduit pas nécessairement
les agents, (lorsqu’ils ne sont pas maximisateur d’une espérance d’utilité) a
ignorer leur source d’information privée, si celle-ci leur semble plus fiable que
le mécanisme de prix.

5.5 Théorie des jeux

Le dernier domaine que nous abordons ici est la théorie des jeux. Le point
de départ est qu’a un équilibre de Nash (en stratégies pures ou mixtes), un
joueur peut avoir de ’'ambiguité, ¢’est-a-dire ne pas étre “certain” des probabi-
lités avec lesquelles ses opposants jouent les différentes stratégies. L’incertitude
est ici générée de maniére endogéne.

Dow et Werlang (1994b), Eichberger et Kelsey (1998), Lo (1996), Mari-
nacci (1996), Klibanoff (1996) ont développé des concepts d’équilibre de Nash
dans des modeéles ou les joueurs manifestent une certaine aversion pour l'in-
certitude, et ont des croyances sur les stratégies des opposants représentées
par des capacités plutdt que par des probabilités (voir également Crawford
(1990)).

Dow et Werlang (1994b) proposent I'exemple suivant, a deux joueurs :

Joueur 2

G D

Joueur 1 H  (10,10) (—100,10 — 6)
B (10—-¢,10) (10 —¢,10 — §)

Le seul équilibre de Nash (et le seul équilibre rationalisable) de ce jeu est
(H,G). Toutefois, est-il plausible que 1 joue H, sachant qu’il encourt une perte
de 100 si 2 joue D 7 Le concept d’équilibre proposé par Dow et Werlang permet
de “rationaliser” le fait que le joueur 1 préfére jouer B dans ce jeu (surtout si
e est faible), puisque le choix de la stratégie B ne comporte aucun risque. Pour
illustrer ceci, recherchons un équilibre dans lequel le joueur 1 a les croyances
sur les actions du joueur 2 de la forme suivante : il met un poids v(D) = 0
sur le fait que 2 joue D et un poids v(G) < 1 sur le fait que 2 joue G. Ceci
n’est bien évidemment possible que si 1 a des croyances non additives sur la
stratégie jouée par 2. Le paiement espéré de H pour le joueur 1 est donné par
I'intégrale de Choquet des paiements, par rapport a la capacité v soit (voir
Vexemple 1) —100.(1 —v(G)) + 10.v(G). Le paiement espéré de la stratégie B

42



est 10 —e. Ainsi, si 10.v(G) —100.(1 —v(G)) < 10 —¢, I’équilibre de Nash avec
croyances non additives est (B, G) (c’est-a-dire v(G) < (110 — ¢)/110).

Dow et Werlang (1994b) montrent également, qu’avec leur concept, il est
possible de briser le raisonnement par récurrence arriére (qui s’avére parfois
problématique, comme dans le jeu du mille-pattes). Ghirardato et Le Breton
(1996) étendent le concept d’équilibre rationalisable au cas de joueurs “a la
Choquet”. Mukerji (1995) développe des notions similaires, tandis que Mukerji
et Shin (1996) s’interrogent sur la notion de connaissance commune dans ce
type de jeux.

Eichberger et Kelsey (1997) passent en revue, de maniére trés pédagogique,
de nombreuses applications simples de jeux dans lesquels les joueurs ont des
croyances non additives. Ils montrent, entre autre, que les notions de susbti-
tuabilité ou de complémentarité stratégiques, qui s’avérent étre d’une grande
importance en macroéconomie notamment, se généralisent aisément dans ce
cadre.

Lo (1998) pour sa part étudie un probléme d’enchéres dans un modele
multi-prior. Il montre en particulier que, dans certains cas de figure, 'enchére
au premier prix domine au sens de Pareto ’enchére au second prix, généralisant
dans I'incertain certains des résultats de Karni et Safra (1989) dans le risque
(voir également Salo et Weber (1995)).

Enfin, certaines applications aux modéles axiomatiques de négociations,
dans un cadre de théorie des jeux coopératifs, ont vu le jour récemment (Ru-
binstein, Safra, et Thomson (1992) et Grant et Kajii (1995)). Koskievic (1999),
par exemple, montre que lorsque les préférences des agents sont de type espé-
rance d’utilité dépendante du rang, le pouvoir de négociation de chaque agent,
dans un probléme de Nash a priori symétrique, dépend de la forme précise de
la fonction de transformation des probabilités.

6 Remarques finales

Nous avons cherché dans cet article a donner au lecteur certains outils,
sans rechercher 'exhaustivité, pour aborder la littérature, trés vaste, sur la
modélisation du choix dans un environnement incertain et les applications
économiques de ces modeles. Ce champ de recherche est trés actif et, comme
nous l'avons signalé a plusieurs reprises, certains problémes théoriques restent
ouverts (mesure de I’aversion pour ’ambiguité, cohérence dynamique et valeur
de l'information,...). Les applications de ces modéles de décision dans 'incer-
tain sont également trés récentes, et de nombreux champs d’application (choix
social, mesure des inégalités, explications de ’existence de certaines institu-
tions ou encore de certains types de contrats,...) sont ouverts et font ’objet
de recherches actuelles. Nous espérons avec cette revue de la littérature avoir
convaincu le lecteur du caractére fructueux de cette recherche.
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